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$. 1. Von den Winkeln zwifchen Geraden und Ebenen. 


Wir nehmen 3 fich rechtwinklig ſchneidende Axen an, OX, OY, 0. 
Durch den Urſprung 0 geht eine Gerade, welche mit den Axen der x, Y, 2 
der Reihe nach die Winkel 4, 8, 5 bildet, und deren Gleichungen 

1. x+p=o 1 ＋qz = 0 find, 
fo iſt 

1 

2. cos 1c 13 cos 


wo der im Folgenden häufig vorkommende Ausdruck pe ＋ q? = k? ge 
ſetzt wurde. Die Tangenten jener Winkel ſind 
5 1 3 
9. ge = „ 1, ig 8 — ug 115 . U N yervr* 


4. Sin K = ne sin 8 = et , sin 7 = 1 9 
Wir ziehen durch den Coordinatenurſprung 0 eine zweite Gerade, welche 
mit der erſten den Winkel & bildet und deren Gleichungen 
2 X ＋ 5,2 = O  +gz=0 ſind, 
und ſetzen, ähnlich wie oben, p,? ＋ g, ＋ 1 = k,, fo haben wir die Re— 


lationen 
6. cos 0 = I. A 
7. ig „ L bad) 
pp, + dd, +1 


Aus 6 und 7 erhalten wir ferner 
Lp L GW bd pd 


8. sin = 


kk, 
Wienn beide Gerade ſich rechtwinklig ſchneiden ſollen, fo findet die Bes 
ddingungsgleichung ſtatt: 
Pp, . dd, ＋ 1 0 

welche nach 8. identifch-ift mit N 

10. I/ cpp) + (4d (pd p.)? — kk, 

Durch den Punkt 0 gehe eine Ebene, deren Gleichung iſt 

H. Nr FF 


Böklen, Geometrie. 1 
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und welche mit den Coordinaten Ebenen der zy, zx, yx der Reihe nach die 
Winkel 4, 8, y bildet, fo hat man 


12, cos a —— 1 os 6 — 1 007 = + 

Ve+1 V®+t 

13. „ E G Lr. 
14. sin = Mu sin 8 = nn; * q? 


Eine zweite Ebene werde durch 0 gelegt, welche mit der erſten den 
Winkel © bildet, und deren Gleichung 
15. 2 = b, x ＋ d, fe, fo iſt 


16. os = Pb . dd U 


kk, 
11. we VW + Be, 
| pp, + dd, +1 
16% „ EN EURE 


kk, 

z Bedingungsgleichung dafür, daß beide Ebenen ſich ſenkrecht ſchnei— 

den, i 
19. pp, ＋ qq, +1=0 oder 

20. VC p.) + (= d r (pd, = pad)? = kk, 

Die Gerade X bz O y ＋ q = o 
und die Ebene 2 = px ＋ qy 
ſind gegenſeitig ſenkrecht, weil die Projektionen der Geraden auf den Ebenen 
der zx und zy beziehungsweiſe ſenkrecht ſtehen auf den Durchſchnitten 

2 = px und 2 = qy 
welche die gegebene Ebene auf den Ebenen der zx und 2y hervorbringt. 

Vorſtehende Gleichungen gelten allgemein für beliebige Gerade und Ebe— 
nen im Raum, deren Gleichungen ſind 

21. X ＋ pz ＋ m o 1 q z ＋ n oO 

22. 2 px ＋ d m“ 

Soll die Gerade mit der Ebene parallel ſein, ſo iſt ſie ſenkrecht auf 
jeder Geraden, welche auch auf der Ebene ſenkrecht ſteht, alſo findet die Be⸗ 
dingungsgleichung ſtatt 8 

23. pp“ ＋ 4g“ +1=o 
Soll aber die Ebene die Gerade enthalten, ſo kommt noch die Bedin— 
gung hinzu 
24. pm+ dn — m“ = o 
Der Abſtand des Urſprungs von der Ebene 2 = px + qy + m iſt gleich 
25. K 
Der Abſtand des Punkts (8,8) von dieſer Ebene iſt gleich 
26. D — 


K 
Dieß iſt auch der Abſtand von zwei beliebigen, durch die Punkte (x, y, 2) 


und (C, „, b) gelegten parallelen Ebenen 2 = px A qy e em“ und b = ps 
n 
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Der Abſtand des Urſprungs von der Geraden Xx ＋ pz m S y+az 
n d iſt 


1 12 8 2 a7 EZ; 
27. % V. +n?—+ (am vn) 
Der Abſtand des Punkts (S, 7, ö) von dieſer Geraden tft 
28. 1 bc Em) (Nn) (-b an- pn)! 


Dieß iſt auch der Abſtand der beiden parallelen Geraden 
* ＋ bz ＋ m = o und * 1 bz — (E ＋ pg) = 0 
N Y ＋ 2 - ＋ g o 

Vorſtehende Formeln ſind geeignet bei vielen Unterſuchungen der 
analytiſchen Geometrie, namentlich in der Theorie der Flächen. Bei den 
Curven hingegen wird gewöhnlich eine andere Form angewendet. Die Co— 
ſinus der Winkel, welche zwei Gerade mit den Axen der x, y, 2 bilden, be⸗ 
zeichnen wir mit a, b, e; a, 8, y. Der Winkel beider Geraden ſei gleich o, 
ſo haben wir 

29. cos o = a ＋ bg ＋ ey 

30. sin = (Cb — Bo)? + (ca — ya)? + (a — ab)? 

Die Coſinus der Winkel, welche die Normale einer beiden Geraden pa— 
rallelen Ebene mit den Axen macht, ſeien A, B, C, ſo iſt 

4 by — ße ca — ya aß — ab 

31 =; = ——; = — 

Sin & sın © Sin © 

Die Gleichung dieſer Ebene ift 

32. Ax + By ＋ Cz = const., 
PQ iſt die Linie, welche die genannten Geraden in den Punkten P (x, y, 2) 
und O (X y‘, z) ſenkrecht ſchneidet 


33. PO = es — N) (by ge = lee - ya) + (2 — 2) (a8 - 00 


34. PO = „ 195 ＋ 2 — 200 
Durch den Urſprung 0 ziehen wir beet Gerade, welche eine concentriſche 
Kugel, deren Halbmeſſer = 1, in den Punkten M, M/, M“ treffen. Die Go: 
ſinus der Winkel, welche die Geraden OM, OM“, OM“ mit den Axen bilden, 
ſind beziehungsweiſe gleich a, b, e; 4, 8, 7; a, b, e. Man ſetze der Ein⸗ 
fachheit wegen 
by — Be = A sin o ca — ya =Bsin o aß — ab = C sin 
be — be = A“ sin G“ ca — ca = 57 sin G“ ab — ab = B’ sin w“ 
Be — by = A“ sin c, ya— c = B“ sin “ ab — aß = C“ sin “ 
o — Winkel MOM’; n = MOM“; o = MoM“ 
die Werthe von sin c, sin , sin “ folgen aus 30. 
55 Winkel des ſphäriſchen Dreiecks MMM“ bezeichnen wir mit M, M/, M“ 
cos M = AA’ + BB’ + CC’ 
cos M“ = AA” + BB” + CC” 
cos M“ — AA“ — B’B” + CC” 

36. sin M = vV(BC’— BC)? (CN — CA) + (AB’ — A’B)? 
sin M“ = V(B“C — BC’)? + (CA — CA’)? + (AB — AB’)? 
sin M“ — VOB. C B CA. CA) 2 + (AB — A302 

au Abkürzung ſetzen wir 
7. J = aße + abe + aby — cha — yba — cba 
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So iſt 
8 J ; J 2 J 
38. sin M, sinM’= ———— sin M“ = ———— 
sin G. sin “ Sin G. sin sin ., sin “ 
Bezeichnen wir die Winkel zwiſchen den Halbmeſſern OM, OM“, OM“ 
und den ihnen gegenüberliegenden Seiten MOM“, MOM“, MOM‘ mit , u“, 


u, fo iſt 
J 


39, sin u = een a aA’ + bB“ + cC” 
5 . J — ‘ 4‘ / 
N aA’ + BB’ + yC 
sin u’ = 2 = A ＋ bB ＋ cC 


Die Bedingung dafür, daß die drei Geraden OM, OM“, OM“ in Einer 
Ebene 8 I iſt 
40. 


und daß fe PRISON ſenkrecht ſtehen 
1 
Bartels: Apergu abrege des formules fondamentales de la géometrie 
a trois dimensions (Académie de Petersbourg 1825). 
Statt J kann man auch ſchreiben: 
a (Be — by) + b(ya— ca) + (ab — aß); ebenſo ſei 
J’= a’ (816 — by) + b“ (a“ — cl) + 0’ (ab! — aß“ ſo iſt 
42. J.) / = L(MN”— MN) + M (NL“ — NL“) + N(LM“ - L“ M) 
zur Abkürzung wurde hier geſetzt: 
L = aa‘ + bb‘ + ce’ L“ = ad! + bg! + cy! L.“ = an’ + bb’ + cc’ 
M= aa’ + Pb’ ＋ ye’ M“ = aa’ + 88“ + y! M“ = aa’ + Gb! + ye! 
N = aa’ bb“ + cc“ N’ = ad“ ＋ bg“ + cy! N“ aa“ ＋ bb“ + 
Die Gleichung 42 läßt ſich auch ſo ſchreiben: 
3)’ = L(MN“ - MN) + L/ (MN — MN”) LL“ (MN‘ — MN) 
Vier weitere Formen dieſer Gleichung ergeben ſich, wenn man der Reihe 
nach die Größen L MN“, L“M’N’, MMM“, NNN“ außerhalb der Paren— 
theſen ſetzt. 
Nachdem nun die Hauptformeln der Ueberſicht wegen ohne Beweis zu— 
ſammengeſtellt worden ſind, folgt noch eine kurze Demonſtration derſelben: 
Durch den Urſprung O gehen zwei Gerade, welche eine coneentriſche 
Kugel vom Halbmeſſer 1 in M und M“ treffen, und die mit den Axen Winkel 
bilden, deren Coſinus gleich a, b, e; 4, 8, y find. Man lege durch M drei 
zu den Axen ſenkrechte Ebenen, ſo erhält man ein Parallelepiped, deſſen Dia— 
gonale OM tft, und deſſen Kanten gleich a, b, e find. Die Projektion von 
OM auf OM“ iſt gleich cos MOM’ — cos o. Man kann aber von 0 nach E 
auf einer gebrochenen Linie gelangen, welche aus drei Kanten gleich a, b 
und e beſteht, und deren Projektion auf OM“ ebenfalls = cos o iſt. Die 
Projektionen von a, b, e auf OM“ find = aa, bg, ey mithin iſt 
cos W = aa + bg +4 cy 


Der Inhalt des Dreiecks MOM“ iſt = sin ; auch iſt nach einem 


bekannten Satze dieſer Inhalt gleich der Quadratwurzel aus der Summe der 
Quadrate feiner Projektionen auf den drei Coordinaten * Es ſei 
z. B. NON“ die Projektion von MOM“ auf der xy Ebene. Wir ziehen durch 
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N und N’ je zwei Linien parallel mit der x und y Axe, und erhalten dadurch 
2 Rechtecke, deren Seiten a, 8 und 4% b find. Eine leichte geometriſche Unter— 
ſuchung führt nun darauf, daß Dreieck NON“ = 2 (ag — ab) iſt. Ebenſo 
findet man für die Projektionen von MOM’ auf den beiden andern Ebenen 
die Werthe 5 (ca — ya) und 4 Or — Be), alfo ift 

sin V(aß — ab)? + (ca — ya)? + (by — Be)? 

Hiemit find die Fundamentalformeln erwieſen, von welchen insbefondere 
die Coſinusformel in der analytiſchen Geometrie eine wichtige Rolle ſpielt. 
Sehr häufig begegnet man einer Summe von drei Produkten mit je zwei 
Faktoren. Ein ſolcher Ausdruck ſtellt faſt immer den Coſinus eines Winkels 
vor. Es ſeien z. B. M (x, y, 2) und M“ (Xx y‘, 2 zwei Punkte einer Ebene. 
Die Coſinus der Winkel, welche die Gerade MM’ mit den Axen bildet, 
ſind gleich 

X-“ — 5“ 1— 2“ 
M Fir: im n, . VN + a2) 

Die Coſinus der Winkel, welche die Normale der Ebene mit den Axen 
bildet, bezeichne man mit A, B, C. Da nun die Normale auf allen Geraden 
der Ebene ſenkrecht ſteht, To it der Coſinus der betreffenden Winkel = o oder 

A (K - X) ＋ B- -20 = 0 
die Gleichung der Ebene; nehmen wir hier x, y, 2 als die laufenden Coor— 
dinaten an, und den Punkt M“ dals feſt, fo haben wir auch 
Ax + By + Cz = const. 

Mittelſt dieſer Betrachtungen wird man ſich leicht die Formeln 1—20 
erklären können. Beim Uebergang von der Geraden 1 zur Ebene 111 iſt zu 
berückſichtigen, daß, wenn eine Gerade auf einer Ebene ſenkrecht ſteht, die 
Projektion der Geraden auf einer Coordinaten Ebene auch ſenkrecht ſteht 
auf dem Durchſchnitt der letzteren mit der gegebenen Ebene. 

Die Formeln 31 laſſen ſich auf folgende Art beweiſen: Man ziehe durch 
den Urſprung die Halbmeſſer OM, OM“, welche mit den gegebenen Geraden 
(a, b, c) und (a, 8, 7) parallel find. Die Coſinus der Winkel zwiſchen der 
Normale der Ebene MOM’ und den Axen find nach unſerer Bezeichnung gleich 
A, B, C. Nun iſt der Winkel 5 zwiſchen der Fläche MOM’ und ihrer Pro⸗ 
jektion NON“ auf der xy Ebene gleich dem Winkel zwiſchen dieſer Normale 


oder nach 


1 NON 
und der 2 Axe, oder cos — C; andererſeits iſt cos = , 


MOM’ 
dem Obigen gleich . Ab mithin C = vr ebenſo werden die Auss 
Sin © sın © 
drücke für B und A bewieſen. Die Gleichungen 33 und 34 beruhen darauf, 
daß der Winkel zwiſchen PO und der Normale der, beiden Geraden paralle— 
len, Ebene gleich Null, alſo der Coſinus des Winkels gleich 1 iſt. Statt 34 
kann man auch ſetzen 
Xx — x! Ve Ye 5 
* +B 50 u = 

x ar „11 5 : > 

PO 70° O ſind die Coſinus der Winkel zwiſchen PO und 
den Axen. 
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Die . 7 35 und 36 folgen direkt aus 29 und 30; denn die 
Größen A, B, C, A“. ., find die Coſinus der Winkel, welche die Normalen der 
Ebenen MOM“, MOM“, MOM“ mit den Axen machen, und der Winkel zwi: 
ſchen zwei ſolchen Normalen iſt gleich dem Winkel zwiſchen den entſprechenden 
Ebenen. Die Gleichung 37 kann auch ſo geſchrieben werden: 

A Ja (ge by) + b(ya— ce) + c (ab — up) 
— (aA’ + bB“ ＋ C“) sin “ 

Sin iſt gleich dem Coſinus des Winkels zwiſchen OM und der 
Normale von MOM“, oder nach der Coſinusformel sin a —= aA” + bB“ 
+ cc“, da A", B’, C“ die Coſinus der Winkel find, welche die Normale 
von MOM“ mit den Axen macht. Somit wären die Formeln 39 erwieſen; 
nun führen ganz einfache geometriſche Betrachtungen darauf, daß sin w sin “ 
gleich dem Ss des durch die Kanten OM, OM“, Ou“ beſtimmten Parallele= 


pipeds iſt (5 sin ,“ Dreieck MOM“); mithin iſt auch J gleich dieſem 


Inhalt. Daraus folgt, daß wenn die Geraden OM, OM“, Ou“ in Einer 
Ebene liegen, J = Null fein muß. Stehen fie aber auf einander ſenkrecht, 
jo it das genannte Parallelepiped ein Würfel, deſſen Kanten OM = OM 
= OM“ — 4 find, und deſſen Inhalt alſo auch — 1 iſt. 

Die Formel 42 iſt eine identiſche Gleichung zwiſch en den 18 beliebigen 
Größen 

ee, ; e 

a’b/c’, a'd’y' 5 al be“ : 
man überzeugt ſich davon durch Ausführung der Multiplikationen, was hier 
unterbleibt, da dieſe Rechnung, abgeſehen von ihrer Weitläufigkeit, ohne alle 
Schwierigkeit it. Wenn die 18 Größen die Bedingungen erfüllen: a? + b? 
＋ e 1, 4 ＋ 8 ＋ * 1 u. ſ. f., ſo find fie die Coſinus von 6 Ge: 
raden im Raum, und die Bedeutung der Gleichung 42 in der analytifchen 
Geometrie beſteht darin, daß aus ihr eine Reihe von einfacheren Beziehungen 
ſich ableiten laſſen, durch Annahme ſpezieller Fälle. Es können alſo eine 
oder mehrere dieſer 6 Geraden zuſammenfallen, oder auf einander ſenkrecht 
ſtehen. 

Bei der Formel 2⁵ it zu bemerken, daß m der Abſtand des Urſprungs 
von dem Durchſchnitt der 2Axe mit der Ebene 2 = px qy + m iſt, und 
nach 12. bedeutet = den Coſinus des Winkels zwiſchen dieſer Axe und der 
vom Urſprung auf die Ebene herabgelaſſenen Senkrechten. Die durch den 
Punkt & nd gehende parallele Ebene hat die Gleichung Z = pz? + qy+ m', 
und m! — m = - pé — q — m iſt dasjenige Stück der 2Axe, welches 
zwiſchen beiden Ebenen enthalten iſt, woraus ſich die Relation 26. erklärt. 

Die Ebene, welche durch den Urſprung ſenkrecht auf die Gerade X + pz 
m = o, y+qz+n= 0 gelegt wird, hat die Gleichung (1m) z=px + 4y; 
die Coordinaten des Durchſchnittspunktes ſind alſo 


1 1 
= — im tm; IT Sp cam — pn) — ng 


et Sa cam — pn) + mi 


nach einigen leichten Dedutionen ergibt ſich hieraus mit Berückſichtigung der 
Gleichung k = 1 ＋ pe 
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x? ＋ y?+z? = = Im? +n?+ (am — pn) 
welches der Ausdruck 27 iſt. 

Um den Abſtand des Punkts (S, 7, d) von der Geraden X pz m So, 
y+qgz+n=o zu finden, verlegen wir den Coordinaten Urſprung nach 
dieſem Punkt, indem wir ſtatt x, y, 2, die neuen Coordinaten X ＋ S, Y, 
2 + £ Segen, hiedurch verwandeln ſich die Gleichungen der Geraden in folgende 

Xx ＋ pz FTE T m) Oo y+tzg+ß+adrm>=o 

Mithin dürfen wir, um von der Formel 27 auf 28 überzugehen, nur 
ſtatt m unden die Größen 8 Apt m und 7 qt n ſetzen, wodurch 
wir die letztere Form erhalten. 


$. 2. Die Tangential-Ebene und Normale einer Fläche. 


In einem Punkte M einer Fläche denken wir uns die Berührungsebene 
und nehmen auf dieſer noch zwei Punkte M und M“ an, fo daß MM’ parallel 
Fig. 1. der zx Ebene und MM“ pa⸗ 
rallel der zy Ebene iſt; durch 
M wird eine Ebene gelegt pa— 
rallel der xy Ebene und von 
M“ und M“ aus fällen wir 
darauf die Perpendikel MN“ 
und MN“; endlich lege man 
durch M“ eine Ebene, ebenfalls 
parallel der xy Ebene, welche 
MN“ in N““ ſchneidet. Nun 
iſt M’N” = M’N’” + NN” 
= MN’ + MN; Aber MN’ 
=p.MN’ und M’N’’=q.N’’M’ 
wo ig MMN =p und 
tg M’M’N’’ = a geſetzt wurde. 
Es ſeien xyz die Coordinaten 
von M und xyz“ diejenigen 
von M“, ſo haben wir die 
Gleichung der Berührungs— 
4 ebene 


1. 2 — KN. — 0 f 4“ 1 
Wenn der Punkt M feſt iſt, fo bleiben die Werthe p und q ungeändert, 
wo auch M“ auf der Tangential-Ebene liegt; iſt M unendlich nahe bei M, 
und nennt man die Differenzen x — Xx, y“ — 1, 2° — z beziehungsweiſe 
dx, dy, dz, ſo erhält man die Gleichung der Tangential-Ebene in folgen— 
der Form: 5 
2. dz = p dx ＋ q dy 
Die Größen p und g werden nun aus der Gleichung der Fläche 2 y) 
beſtimmt, indem man zuerſt y unverändert läßt und die partielle Ableitung 


d . AR 5 N en, 
von 2 nach x 75 p ſetzt, hierauf bleibt x unveränderlich und dann iſt die 


partielle Ableitung von 2 nach y ar SM. 
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Die Projektionen der Linie, welche in M die Tangential-Ebene oder die 
Fläche ſenkrecht ſchneidet, auf den Ebenen der zx und zy müſſen die Dusch: 
ſchnitte der Tangential-Ebene mit dieſen Ebenen ebenfalls ſenkrecht trefen, 
hieraus ergeben ſich unmittelbar die Gleichungen der Normale in M 

. X“ — Xx p(Zz “ — z) %o yy“ - y ＋ (2 — z) = o 

Die Gleichungen 2, 3, 4 in § 1 geben die Werthe der Winkel 4, 5. y 
an, welche die Normale einer Fläche mit den Coordinatenaxen bildet; fie fnd 
identiſch mit den Gleichungen 12, 13, 14 in $ 1, die ſich auf die Wirkel 
a, 5, y beziehen, welche die Berührungs-Ebene einer Fläche mit den Ccor— 
dinaten-Ebenen macht. 

Wir fällen von M aus auf die xy Ebene das Perpendikel MN und reh— 
men auf deſſen Richtung den Punkt „ an, fo daß NA = const. p tft, dehien 
dieſes Verfahren auf ſämmtliche Punkte M der gegebenen Fläche aus, fo liezen 
die entſprechenden Punkte „ auf der abgeleiteten Fläche, die wir mit (w) be— 
zeichnen wollen. Eine zweite abgeleitete Fläche () ergibt ſich, wenn auf den 
Ordinaten MN die Punkte » angenommen werden, jo daß Ny — const. q ift. 
Die Gleichungen der Tangential-Ebenen dieſer Flächen ſind folgende: 

dp=rdx-+ sdy 
5. da = s dx +tdy 

Die Größen r, s, t werden aus der Gleichung der gegebenen Fleche 
2 - (X, H beſtimmt, durch zweimalige partielle Differenziation von 2; ind 
zwar iſt 42 n N 

2 d’z d’z 


r — Ss = — 
dx? dxdy dy? 5 
Man braucht, um ſich hievon zu überzeugen, nur nach 2 die Gleichunzen 
der Tangential-Ebenen von () und (7) zu beſtimmen; indem man ſtatt 2, g 


zuerſt die Größen p, ch, 17 ſetzt und hierauf bei der zweiten Fliche 
dz dp da dez da dz 


dq dq. ückſichti dp _ I, . 
d, ix’ dy- und berückſichtigt, daß werte it. 

Die Ableitungen von p und q find gleichfalls partiell, d. h. bei der 
Differenziation von p oder 9 nach x iſt y als conſtant anzuſehen, und bei 
der Differenziation von p oder q nach y bleibt x unveränderlich. 

Auf dieſelbe Weiſe, wie aus der gegebenen Fläche die Hülfsflächen 4) 
und 6) abgeleitet worden find, entſtehen aus (½) die weiteren Hülfsflägen 
(u“) und (a) und aus (v) die Flächen (% und (; es werden nämich 
auf der Richtung der Ordinate Na die Punkte , und l“ angenommen, fo 
daß N! = const. r und NA“ — const. s iſt. Wenn dieſes Verfahren auf 
alle Punkte der Fläche (u) ausgedehnt wird, fo beſtimmen die entſprechenden 
Punkte “ und . die abgeleiteten Flächen () und (“). Ferner nehnen 
wir auf der Richtung der Ordinate Ny die Punkte *“ und »“ an, jo daß 
Ny“ — const. s und N,“! — const. t iſt, fo liegen „“ und » auf den alge—⸗ 
leiteten Flächen (5% und (%.. Den Tangential-Ebenen von (/, () wer 
(%, (% ) entſprechen nachſtehende Gleichungen: 

6. dr = u dx + udy (u) 
7. ds = wdy + vdy (4) oder % 
8. dt = dx + W dy (%) 1 

Die Größen u, u, v, w werden aus der Gleichung der gegebenen Fleche 
beſtimmt, 2 = f(x, y), durch dreimalige partielle Differenziation von x, ind 
zwar iſt 
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d’z d’z dz 2 


.. . * 
„Die Gleichungen 6, 7, 8 für die Tangential-Ebenen der neuen Hülfs⸗ 
flächen beſtimmen ſich ganz analog der Gleichung 2 der gegebenen Fläche. 
1 5 dr dr ds ds dt dt 
tatt 2, p, „ T, 2; 5 
Statt 2 9 8 Reihe nacher. N 8, ig’ 7 t, ix % 
r z dr d’z ds ds d’z dt dt d’z 
eſe t, w ae 2 —— 2 3 = = 23 — t 2 
gesetz ER d qx id y dx; dy dds qx dy dy s iſt. Alle 
dieſe Ableitungen find partiell, d. h. bei der Differenziation von r, s, t nach 
X iſt y und bei der Differenziation nach y iſt x als conſtant zu betrachten. 


$. 3. Konjugirte Tangenten. 


Auf einer Fläche liegen zwei unendlich nahe Punkte, M und M, deren 
Tangential-Ebenen mit einander den Winkel » bilden und ſich in MS ſchnei— 
den; die Linien MM’ und MS find zwei konjugirte 
Tangenten des Punkts M, der Winkel M/MS ſei 
—= ad, ferner nehmen wir an, daß M's ſenkrecht 
auf MS ſtehe. Das Linien-Element MM“ bezeich— 
nen wir mit ds. Man ziehe in den Punkten M 
und M“ die Normalen der Fläche; auf denſelben 
liegen zwei Punkte, P und ?, welche die Eigen— 
ſchaft haben, daß die Linie PP’ ſenkrecht, ſteht ſo— 
wohl auf MP als auch auf M/P’ und alſo die Fürs 
zeſte Entfernung zwiſchen beiden Normalen angibt. 
Dieſe Linie iſt parallel und gleich MS, der Punkt 
P wird der Pol des Linienelements ds genannt, 
und MP die Poldiſtanz. Wir haben mithin folgende 
Gleichungen, indem wir MP mit d und PP’ mit A 
bezeichnen: 

1. 


Fig. 2. 


ds. cos 4 
2. 0 = ds, sin , cotg o 
In der Ebene PMM“ werde MO ſenkrecht auf 
MM gezogen, O liegt auf der Richtung der Nor— 
male MP; nun heißt M der Krümmungshalbmeſſer 
! des dem Element ds entſprechenden Normalſchnitts 
der Fläche. Wenn wir denſelben mit „ bezeichnen, und den Winkel MM“ 
mit 8, fo iſt = Für ß läßt ſich aber durch einige von ſelbſt ſich dar— 
bietende geometrifche Betrachtungen ſogleich der Werth finden 


S. sin . tg o 
8 75 oder 


5 = sin &. tig 
4 sin &. tg o 


3. 
4. 
0 ds 
Den Winkel zwiſchen M'“ und der Ebene PMM’, welcher die Abweichung 
der Normale am Ende des Elements ds von der durch feinen Anfangspunkt 


M gelegten Normalebene der Fläche vorſtellt, bezeichnen wir mit 7 und erhalten 
EE A. sin 1 


„ 
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5. 7 = cos . ig 0. 

Die Gleichung der Tangential⸗Ebene des Punkts M jeidz = p dx + q dy; 
beim Uebergang auf den Punkt M“ verwandeln ſich p und q in p dp und. 
d + dq. Die Gleichung der Tangential-⸗Ebene in M“ iſt alſo 

dz = (p ＋ dp) dx + (q + dq) dy 

Wir wenden nun die Formeln 17 und 18 des F. 1 an, indem wir ſtatt 
p und 4, p dp und q + dq ſetzen und bemerken, daß in den Nennern 
jener Ausdrücke pp, + dd, + 1 und kk, die unendlich kleinen Größen dp 
und dq neben den endlichen Werthen von p und q verfchwinden, hiedurch 
erhalten wir die Formel 

6. ig o = sin . A 7 
indem wieder der Einfachheit wegen k?—= 1 +p?+ q? und der im Folgen: 
den häufig vorkommende Ausdruck (1 ＋ ) dp? + (1 + ph) dg - pa dp dq 
— A geſetzt wird. 

Um den Winkel 4 zu beſtimmen, haben wir für die Linie MM“ zunächſt 
die Gleichungen 

Mara (K= X) —z Ka—n)=0; (y- — 9 420 0 
Die Gleichungen der Linie MS, welche auf beiden Tangential-Ebenen 
von M und M“ zugleich liegt, find 
dz = p dx + qdy und dz = (p + dp) dx + (q + dq) dy oder 
0 = dp dx dq dy 
welche Ausdrücke ſich auch unter folgender Form darſtellen laſſen: 
8 . PT dp 
IR Re q db — pdq are: q dp - p dq 
Nach Anwendung der Formeln 6, 7, 8 in $ 1, indem man ſetzt 


dz = O 


ee dx ( — — dy 4 ‘ = BR... Yu; EN dp u — 
* N 77; q dp pda! 1 Jag - pdꝗ 
ergibt ſich . 
(d dz + dy) dp — (p dz + dx) dq 
g ee arme Te 
ds A 
(dp dx + dq dy) k 
Erg = —_ ol _ 
. Kr (d dz + dy) dp — (pdz + dx) dq 
n (dp dx + dq dy) k 


ds V 
Bei der Entwicklung des Werths von ig iſt die Gleichung dz = p dx 
+ d dy zu berückſichtigen. 
1 


Wir haben alſo für 7, d, B, 5 die Gleichungen 
(q dz + dy) dp — (p dz + dx) dq 


42. - 
VA 
K 3 
ai: x (dp dx + dq.dy) 
44 dp dx + dq dy 


k ds 
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. 4p dx + da dy 


155. = Kst 
16 2 dz + dy) dp — (p dz + dx) dꝗ 


dsk? 


$. 4. Die Krümmungslinien. 


In den Formeln 9, 10, 11 des F. 3, welche die Werthe des Winkels « 
angeben, den zwei konjugirte? Tangenten in einem Punkt einer Fläche mit 
einander bilden, ſetzen wir & = const. und erhalten dadurch die Differenzial— 
Gleichungen derjenigen Linien, welche durch die Eigenſchaft charakteriſirt find, 
daß in jedem Punkt derſelben der Winkel zwiſchen der Tangente der Linie 
und der konjugirten Tangente der Fläche conſtant iſt. In dem ſpeziellen Fall, 
wo dieſer Winkel = 90°, erhält ala aus 9 oder 10. 

1. (q dz + dy) dp — p dz + dx) da o 
und aus der Gleichung 11 des vorhergehenden Paragraphen 
2. dp dx + dq dy ER 

Die Linien «a = 90° werden Krümmungslinien genannt; 
ihre Gleichungen find in 1 und 2 dargeſtellt, und ihre erfte 
Eigenſchaft beſteht darin, daß die Tangente der Krümmungs— 
linie auf der konjugirten Tangente der Fläche ſenkrecht ſteht. 
Durch Vergleichung der vorſtehenden Formeln mit den Numern 12 — 16 
des $. 3 erhalten wir weiter: 

3% a 
hierin ift die zweite Eigenſchaft der Krümmungslinien enthal— 
ten, daß zwei aufeinanderfolgende Normalen ſich ſchneiden, oder 
daß die Normale am Endpunkt eines Elements der Krümmungs— 
linie nicht aus der Ebene heraustritt, welche ſich durch dieſes 
Element und die Normale der Fläche im Anfangspunkt deſſelben 


legen läßt. Durch Anwendung von 2 auf die Werthe von 9 und er⸗ 
gibt ſich 
4. 0 = 0 = 


Der Gleichung 1 läßt ſich eine andere Form geben, wenn man die 
Gleichungen 2, 4 und 5 in § 2 9 nämlich dz = pdx + qdy 
dp=rdx + sdy da = sdx + tdy 

Man erhält 8 nachſtehende Fleicusg der Krümmungslinien, wie ſie 
von Monge ‚häufig angewendet worden tft: 


5, (2 41 * Sa ＋ 450 nm 1— 1 dt NVr—d ＋ 0 4 — (Hes ＋ par = 0 
Dieß iſt die Differenzialgleichung der Projektion der Krümmungslinien 


auf der xy Ebene; da ſie in Beziehung auf d. vom zweiten Grade iſt, und 


alſo 2 Wurzeln hat, ſo folgt daraus, daß ſich in jedem Punkt Meiner 
Fläche 2 Krümmungslinien ſchneiden. Wir nehmen dieſen Punkt 
als Coordinatenurſprung, die Berührungsebene von M als xy Ebene, alſo 
die Kormale als 2 Axe an; und ſetzen demgemäß in der Gleichung 5 p 84 0, 
welche ſich dadurch in 
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dy 2 dy fr —t 2 
6. (2) * (—) — 1 o verwandelt. 
Das Produft der beiden Werthe von = iſt hier = — 1, mithin 


ſchneiden ſich die Tangenten der Krümmungslinien in Merecht— 
winklig, wo durch eine weitere Eigenſchaft derſelben bewie— 
fen iſt: die Krümmungslinien bilden auf jeder Fläche zwei ortho— 
gonale Linienſyſteme. Wählt man die Tangenten der in M ſich ſchnei— 


denden Krümmungslinien zur x und y Axe, ſo iſt in 6. rn — 0 zu feßen, 


woraus ſich ſofort ergibt 
„ 
Für dieſes Axenſyſtem wollen wir nun die Werthe der Größen A, d, f, 


2 y ermitteln, indem wir in den Ausdrücken 12 — 16 des F. 3 zunächſt 


p=q=s= 0 feßen und für dp und da demgemäß r dx und t dy ſubſti⸗ 
tuiren, und erhalten ſo: 
r dx dy — tdxdy 


8. 1 - . 
Vr2dx? + tidy? 
2 2 
i 
Vr?dx?+ t?dy? 
dx! + tdy? 
10. pi = = 
2 2 
11. r dx * dy 
ds? 
dx dy — tdxdy 
1 775 


Wir bezeichnen den Winkel, welchen das Linienelement ds mit der X Axe 
bildet, durch a und die zwei Werthe von e, welche den Krümmungslinien 


f d d 
entſprechen, mit R und R/, jo hat man 45 = cos a und 47 = sina. Die 


2 j dx 
Werthe von R und R’ ergeben ſich aus 11, indem man darin zuerſt 23 1 


und 3 = 0 feßt, hierauf 5 —= o und ur — 1, wodurch man erhält 


ds 
; 1 1 
13. R = 1; R, dz 
Obige Gleichungen verwandeln ſich nun in folgende: 
1 1 
14. 7 we 4 sin 23 Be PR. ds 


a V 52 os 2a + x sin?a 
R?° R/ 


g 1753. 
cos?a ＋ sina 
R, 


15. = 


sin La 


cos? a + 


2 


1 
R,? 
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16, “Br HdR (+ cosa + 5 sin?a ) 
1 


N. 17 = cos®a + K. sin ꝰa 


Er 1 1 
18. 1 = = sin 2a (+ — 1.9 ds 

Die Gleichung 17 zeigt an, daß die beiden äußerſten Werthe von o gleich 
R und R, find, weßhalb letztere Krümmungshalbmeſſer Hauptkrümmungs— 
halbmeſſer genannt werden und hiemit wäre die 4. Haupteigen⸗ 
ſchaft der Krümmungslinien bewieſen, wovon ſie ihren Namen 
erhalten haben, und welche darin beſteht, daß ihre Tangenten 
in jedem Punkte die Richtung der größten und kleinſten Krüm— 
mung angeben. 

Aus der Gleichung der Kugel 5 + a 22 —= 1 erhalten wir 

ini ® = 4 25 dz — zdx vd —. dy 
N F d= 22 dd = 2 2 * 

Durch Elimination von x, y, z ergibt ſich 

19. (qdz + dy) dp — (pdz + dx) dg = o 

Dieſer Ausdruck, als zweite Differenzial-Gleichung der Kugel betrachtet, 
gilt für jeden Werth von dx und dy, d. h. wenn man einen beſtimmten 
Punkt M der Kugel als Mittelpunkt eines unendlich kleinen Kreiſes betrachtet, 
deſſen Halbmeſſer MM’ ift, fo kann der Punkt M', deſſen Coordinaten von 
denjenigen von M um dx, dy, dz differiren, irgendwo auf der Peripherie dieſes 
Kreiſes liegen, und bei jeder Lage wird jene Gleichung befriedigt ſein; von 
jedem Punkt der Kugel aus laſſen ſich alſo nach allen Richtungen hin Krüm— 
mungslinien ziehen, oder, was daſſelbe iſt, alle Normalen der Kugel ſchneiden 
ſich in Einem Punkte. Wenn aber die Gleichung 19 einer andern Fläche 
angehört, ſo wird ſie blos für zwei beſtimmte Werthe von = befriedigt, 
und der Punkt M“ kann nur fo liegen, daß die Richtungen MM’ dieſen zwei 
Werthen entſprechen; von allen übrigen Punkten des unendlich kleinen Krei— 
ſes, auf welchem M“ liegt, treffen die Normalen der Fläche diejenigen von 
M nicht. 

Eine weitere Methode, die Gleichung der Krümmungslinien zu entwickeln, 
beſteht nach Monge darin, die Gleichungen der Normale zu differenziiren. 
Dieſe Gleichungen find nach F. 2, 2 

Xx — X ＋ p (z“ — 2) = O; y“ —- y 4 (z“ — z) = 0 

Betrachtet man hier die laufenden Coordinaten x’y’z’ als conſtant, und 
xyz als veränderlich, ſo iſt die Bedingung erfüllt, daß die Normalen in den 
aufeinanderfolgenden Punkten M und M“, deren Coordinaten beziehungsweiſe 
x,y,z: und x +dx, y dy, 2 + dz find, ſich ſchneiden, und zwar in den 
Punkten xyz“. Man erhält dadurch, mit Berückſichtigung von 

dz = pdx + qdy; dp = rdx + sdy; da = sdx + tdy 
20. dx + p?dx + pqdy + (2 — 20 (rdx + sdy) = 0 
21. dy + pqdx + q’dy + (z — z’) (sdx idy) = 0 


oder, wenn das einemal 2 — 2, und das anderemal J. eliminirt wird, 


22. (2050 +ms— rat} + 42 CTA , = 
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23. (2 — 202 g ＋ (2 — 20 h ＋ K O 
indem der Kürze wegen geſetzt wird: 
g rt - 82; h = (1 r ＋ (pt — 2pgs 
Nach dem Obigen iſt der Winkel y zwiſchen der Normale und der 2 Axe 


beſtimmt durch cos 7 = 72 mithin iſt der Hauptkrümmungs-Halbmeſſer 


R= (2 2 k, alſo 
gR? + hkR ＋ k. 2 0 
k 55 . A* 
24. R- 21 u WH AE) = — i g 
Die Gleichung 20 liefert 2 Werthe von R, je nachdem man das obere 
oder untere Zeichen bei der Quadratwurzel nimmt. Sind beide Werthe von 
gleichem Vorzeichen, ſo iſt die Fläche gleichartig gekrümmt, wie z. B. das 
Ellipſoid; find fie von entgegengeſetzten Vorzeichen, fo iſt die Fläche ungleich 
artig gekrümmt, d. h. in der Richtung der Einen Krümmungslinie konkav 
und in der Richtung der andern Krümmungslinie konvex, wie das einmanllige 
Hyperboloid. Ein dritter Fall iſt endlich der, wo der Ausdruck unter dem 
Wurzelzeichen gleich h? iſt; alsdann iſt der eine Krümmungshalbmeſſer gleich 
unendlich, die entſprechende Krümmungslinie iſt gerade, und die Fläche leißt 
entwickelbare Fläche. Wir haben alſo folgende Eintheilung: 

h? — h? — Ak ig oder rt > s? bei Flächen von gleichartiger Krümmung. 
h? T he — Ak ig oder rt <s? bei Flächen von ungleichartiger Krümming. 
h? = h? — 4k?g oder rt = s? bei entwickelbaren Flächen. 

Aus 22 erhält man 
3 un 
x A A N dl 00 e e e e Wg 


Die Gleichung 22 kann auch noch in dieſer Weiſe geſchrieben werden: 


pP pP q q 
d d- d= d-- 
1 Kk dy? 0 k 9 k 
26. a 


N dy dx 
hier ſind die Ableitungen von * oder 1 partiell entweder nach x oder 
nach y genommen. 
Nach den Formeln 2 des F. 1 iſt cos « — — I; cos 5 = — ** 


4 und ß find die Winkel zwiſchen der Normale und den Axen der x um y. 
Wir haben ſomit noch eine weitere Form für die Gleichung der Krümmuigs— 
linien: 
d cos g d cos c d cos 8 dy d cos 8 
. (0% eh - get - 


dx dy J dx dx 

Wenn die Gleichung gR? + hkR + kt o für R gleiche Werthe gibt, 
fo hat die Fläche in dem Punkt alle Krümmungshalbmeſſer der Normalfchitte 
gleich, d. h. es iſt ein Nabelpunkt vorhanden. Hiedurch ergibt ſich die Be— 
dingung h? = 4gk?, welche Gleichung ſich unter die Form bringen läßt: 


0 Wr par = n 
ene ee , ee u 


oder 
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r t 8 
28. Tr re 
Die Nabelpunkte oder Punkte ſphäriſcher Krümmung genügen alſo außer 
der Gleichung der Fläche noch zwei andern Gleichungen, und ſcheinen mithin 
im Allgemeinen in begrenzter Zahl auf einer Fläche vorhanden zu ſein. 
(Siehe § 15.) 
Nennen wir die beiden Werthe von R, welche die Gleichung 24 gibt, R. 
und R/, fo ift 
1 g ; 1 1 
a ĩ ( 
Die geometriſche Bedeutung der Gleichung der Krümmungslinien 
(qdz + dy) dp — (pdz + dx) dq = 0 
kann noch in anderer Weiſe aufgefaßt werden. Man kann dieſe Gleichung 
auch ſo ſchreiben: 
— dq. dx + dp. dy + (qdp — pdq) dz = o oder auch 


— dq dx dp dy adp — pdq dz 
, c a 
Hier bedeutet ds das Linienelement auf der Fläche, mithin ſind 3 
dy dz 


EEE die Coſinus der Winkel, welche dieſes Element mit den Axen bildet. 


Die Größe A hat dieſelbe Bedeutung, wie oben, nämlich 
A (CH ddp ph dd: = 2p dp dg—dq?+ dp? ＋ (ꝗdp — pdg)? 
Die Größen Zu, „dp, MAR BIS find ſomit gleichfalls die Coſi— 
VA VA A r 
nus von 3 Winkeln, welche eine Linie mit den Azen bildet, da man iden— 
tiſch hat N : f 
r 


A A A 
Die Gleichungen dieſer Linie find 
da dp 


. ze 9; dy — ————— dz 
ddp — pdq gap — pdq 
oder dz = pdx + qdy; dpdx + dqdy = o 

Dieſe Linie iſt mithin der Durchſchnitt der durch die zwei Endpunkte des 
Elements ds gelegten Tangentialebenen, und die Gleichung 31 drückt alſo aus, 
daß der Coſinus zwiſchen ds und dieſem Durchſchnitt gleich o, oder daß der 
Winkel zwiſchen der Tangente der Krümmungslinie und der konjugirten Tanz 
gente der Fläche = 90° iſt. 

Wenn wir, wie oben, den Winkel zwiſchen zwei konjugirten Tangenten 4 
nennen, ſo haben wir 


dx + * 


— dq dx + dp dy + (qdp — pdq) dz 
Vdx? + dy? + dz? N CI pd dp dq 
Setzt man hier * — const., jo erhält man die Gleichung derjenigen 
Linien, bei welchen der Winkel konſtant iſt, welchen in jedem Punkt die Tanz 
gente der Linie mit der konjugirten Tangente der Fläche bildet. 


32. cos * 
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$. 5. Ueber die unendlich nahen Normalen einer Fläche. 
Die Theorie dieſer Normalen iſt in den Gleichungen 14— 18 des § 4 
enthalten, welche die Werthe der Größen A, 0, 8, ur y angeben, mit Rück⸗ 
8 


ſicht auf folgendes Coordinatenſyſtem: Der Punkt M der Fläche iſt der Ur: 
ſprung und die Normale dieſes Punktes die 2 Axe. Die Tangenten der zwei 
durch M gehenden Krümmungslinien find die beiden übrigen Axen, und zwar 
entſpricht der zx Ebene der Hauptkrümmungshalbmeſſer R, und der zy Ebene 
der Hauptkrümmungshalbmeſſer R.. M iſt der Mittelpunkt eines unendlich 
kleinen Kreiſes auf der Fläche, deſſen Peripherie der Punkt M“ beſchreibt, und 
deſſen Halbmeſſer MM’ — ds iſt. Der Winkel zwiſchen ds und der x Axe 
wird mit a bezeichnet. Wir betrachten zunächſt die Größe J. Man differen— 
ziire den Ausdruck 
1 1 


12 8 
— — sin 2a ͤ— 
5 2 V cos ?a sin La 
Ar 11 KR: 


indem man a als Variable betrachtet und fege das Differenzial gleich o, fo 
erhält man 
cos?a sin da 


130 u 
je nachdem die beiden Kauptkrümmungshalbmeſſer gleiche oder entgegengeſetzte 
Vorzeichen haben. Aus 1 folgt weiter 
R, En rt R cos La sin 2 1 
. 5: m 


Die Gleichung = — + cos?a + K. sin 2a verändert ſich in folgende 
0 


ds 


R 
7 + 
oder ig da R 


2. sin a 


. e (R+R) 
für 2 erhält man den ſpeziellen Werth 
— R 
A 1 r 5 
4. I e ds 


Vorſtehende Formeln gelten für den Fall, daß R und K, gleiche Zeichen 
haben; ſind die Zeichen entgegengeſetzt, ſo iſt 


5. cos a = sina = — —— 
N EB; RR, 


6. 1 = ds; = (unendlich). 

In dieſen Gleichungen iſt nachſtehendes Theorem (von Joachimsthal, 
Journal de M. Liouville, 1848 tome XIII,) enthalten: 

Wenn ſich eine bewegliche Normale einer Fläche um eine feſte 
fo dreht, daß der Fußpunkt der erſten einen unendlich kleinen 
Kreis vom Halbmeſſer ds um den Fußpunkt der letzten, als Mit⸗ 
telpunkt, beſchreibt, ſo iſt das Maximum der Linie, welche auf 
beiden Normalen ſenkrecht ſteht, entweder gleich der Differenz 
der Hauptkrümmungshalbmeſſer dividirt durch ihre Summe, 
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mal ds; oder gleich ds, je nachdem die Fläche in dem genannten 
Mittelpunkt gleichartig, oder ungleichartig gekrümmt iſt. Die 
Krümmungshalbmeſſer derjenigen Normalſchnitte, welche durch 
die Fußpunkte beider Normalen 
gehen, ſind im erſten Fall gleich 
der halben Summe der Hauptkrüm— 
mungshalbmeſſer, im andern gleich 
unendlich. 

Wir haben oben die Punkte auf den 
Normalen in M und M“, welche die 
kürzeſte Entfernung 7 derſelben ange— 
ben, P und P’ genannt; die Durchſchnitts— 
punkte der beweglichen Normale M’P’ mit 
den Ebenen der zx und der zy nennen 
wir N und N“, und die Projektionen der 
Punkte N; N’; P“ auf der xy Ebene ſollen 
mit enz n'; S bezeichnet werden; dann find 
nach dem Vorhergehenden MM’ und MS 
konjugirte Tangenten, deren Winkel gleich 
4 geſetzt wurde. MMx a; und MIn = 
Es beſtehen jest fi folgende Relationen: 

MM ds, MS = 1 


Fig. 3. 


FJ. M = A: ea 
8. Mn“ —.A,.,cosec («+ a) 
9. Sn = —i.tg(e-+a) 
10. Sn“ = — 4. colg (a + a) 
11. PN = Sn.colgo = 1. ig (c ＋ a). colg 
12. PN’ = Sn“. colgo = . cotg (ea + a), colg o 


13. Nn = MP“ ＋ PN d- . ig (4 ＋ a). cotg o 
14. Nn’ = MP’ — PN’ = d- . cotg (a + a) cotg 


an 
8 * \ R B, 
Den Frühern zufolge iſt cos & = cos a. sin a — — 
a * cos ?a Siit ea 
R* R, 
cosa Sin da 
a R Fin R 
sin «a = alſo 
N 
R? R,? 
5 1 cos a 1 sin a 
1% sın 4 ＋ a = — 5 0s 4 a 2 — — — — — ů — 1 
( ) R cos?a Sin ia ( ) B 3 Sin La 
R * nr R,? 
1 


16. eolg 0 = — a, 

ds 3 1 Sin z 

RK: R 

Die obigen Ausdrücke verwandeln ſich nun in folgende: 
N. ee 


R 
Böklen, Geometrie. 2 
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18. Mn“ = ds, sin a B ze 
R, — R 
Be = 
19. Sn == ds 3 cos?a 
cos 2 sin ?a 
Vu“ . 
R, — R 
R/ 2 
20. Sn“ — ds . sin?a —— 
cos ?a sin da 
V R? * R,“ 
R, R 
I 
21... EN, 009° — _ 
cos?a Sin da 
FR * 
B.— RB 
5 2 
2 P’N’ = sin?a — 
cos a Sin 2a 
r ee u 
23. Na =, 
24, Nn 


Die beiden letzten Gleichungen in Verbindung mit 17 und 18 enthalten 
nachſtehendes Theorem: 

Wenn ſich ein Linien-Element auf einer Fläche um einen 
feiner Endpunkte dreht, fo beſchreibt die Normale des beweg— 
lichen Endpunkts eine Fläche, deren Leitlinien ein Kreis und 
zwei Gerade ſind. Der Kreis iſt der Weg dieſes beweglichen 
Endpunkts auf der gegebenen Oberfläche; die geraden Leitlinien 
ſind parallel mit den Tangenten der Krümmungslinien, welche 
durch den feſten Endpunkt des Linien-Elements gehen, und ſchnei— 
den die Normale dieſes Endpunkts, von welcher ſie halbirt wer— 
den, in den Hohen = R, und R. Die erſte dieſer geraden Leite 
linien liegt in der Ebene des dem Hauptkrümmungshalbmeſſer 
R entfprebenden Krümmungskreiſes und iſt gleich 24s — f & 
die andere liegt in der Ebene des dem Hauptkrümmungshalb— 
meſſer R, entſprechenden Krümmungskreiſes und iſt gleich 


R, — R 
2 ds Br 


Durch dieſen Satz iſt die Bewegung einer Normale, deren Fußpunkt ſich 
auf einem unendlich kleinen Kreis auf einer Fläche dreht, beſtimmt, und voll— 
kommen anſchaulich gemacht. Wir können hiebei einige ſpezielle Fälle unter— 
ſcheiden: 

Wenn R, = R ift, fo vereinigen ſich die beiden geraden Leitlinien in 
einem Punkt, und die von der Normale beſchriebene Fläche iſt ein gerader 
Kegel, deſſen Seite = R und deſſen Baſis der unendlich kleine Kreis iſt, 
deſſen Halbmeſſer — ds. Die gegebene Fläche iſt eine Kugel. 
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Wenn R, = O iſt, fo wird die erſte der geraden Leitlinien = co und 
die andere = 2 ds 

Die Normale bleibt in ihrer Bewegung ſtets der zx Ebene, oder der 
Ebene des Krümmungskreiſes parallel, welcher vom Hauptkrümmungshalb— 
meſſer R beſchrieben wird. Die Fläche der Normale iſt alſo ein ſenkrechtes 
Conoid. Dieſer Fall bezieht ſich auf die entwickelbaren Flächen. 

R, = — R. Die geraden Leitlinien find gleich +4 ds; ſie ſchneiden 
die Normale des feſten Endpunkts in gleichen Entfernungen auf beiden Seiten 
ihres Fußpunkts. 


$. 6. Die Krümmungshalbmeſſer der Normalſchnitte. 
Das 8 dieſer Krümmungshalbmeſſer iſt in der Gleichung 


en cos?’a + R sin za (von Euler) enthalten. 
0 . 
Der Krümmungshalbmeſſer eines zweiten Normalſchnitts, deſſen Ebene 
auf derjenigen des Pi ſenkrecht ſteht, iſt gegeben durch 


— * sin 2a + RB, cos?a aljo 


1. E h. 
0 


Die Summe der reciproken Werthe von zwei Krümmungs⸗ 
halbmeſſern, deren Ebenen auf einander ſenkrecht ſtehen, iſt 
konſtant. 

Wir haben oben den Winkel zwiſchen zwei konjugirten Elementen (oder 
Tangenten) mit & bezeichnet, und wollen die Krümmungshalbmeſſer der dieſen 
Elementen entſprechenden Normalſchnitte e und e, nennen, fo haben wir für 
g,, die Gleichung 


2. — u cos? ( («+ a) 
675 
Oder mit Benützung der Formeln 18 = 1 5 
cos ?a sin? 
Pl: 192 R 5 
E 0,, RR, cos? Sin ka 
r N 


Wir betrachten den Punkt M auf der Fläche als den Mittelpunkt eines 
Kegelſchnitts, deſſen Ebene mit der Berührungsebene zuſammenfällt, und deſſen 
Axen gleiche Richtung haben, wie die Tangenten der Krümmungslinien von M. 
Die Gleichung Zune e iſt 


4. A . 


Die Axen deſſelben find alſo proportional den Größen VR und VR, 
der Werth des Semidiameters, welcher mit der x Axe den Winkel a bildet, 


iſt, und den wir mit K bezeichnen, iſt gegeben durch die Gleichung 
FFF 
5 R cosa + R, sin ?a 
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Für zwei ſich ſenkrecht kreuzende Semidiameter Vo und Vo, gilt 
die Formel: 
6. — + buch — const, 
4 0, * * 
Für zwei konjugirte Semidiameter, Vo und /, welche mit der 
großen Are beziehungsweiſe die Winkel a und 4 + a bilden, beſtehen die 
Relationen 


7. sin (a ＋ a) = 13 5 cos (aa) — 2 
R * sin da R, ya sin?a 
are Sr r 
cos?a sin ?a 
ne R R, 
e sin ?a 
. 


Die Quadrate der Semidiameter unſeres Kegelſchnit? bes 
folgen alſo daſſelbe Geſetz, wie die Krümmungshalbmeſſe er 
Nermalſchnitte. Zwei konjugirte Tangenten der Fläche fa 
mit zwei fonjugirten Semidiametern des Kegelſchnitts zuſan 
men, welcher eine Ellipſe, Hyperbel oder Parabel iſt, je nachdem 
die Fläche gleichartig, ungleichartig gekrümmt, oder entwickel⸗ 
bar iſt. (Satz von Dupin, welcher den genannten Kegelſchnitt die indica- 
trice nennt.) 

Wir geben dem Winkel a die Werthe 45%, 45% +b, 45“ — b und 
bezeichnen die entſprechenden Krümmungshalbmeſſer mit @0 E ez, To beſtehen 
folgende Gleichungen 

1 


N 
* 2 (1 + 17 


0⁰ N 
10 1 cos? (45 +) + 1. sin! (45 +) 
1 
3 sin? (45 ＋ b) + * cos? (45 ＋ b) 
02 I R, 
1 / 
. Lr 


01 02 R R, 00 
Die drei Krümmungsmittelpunkte, welche den Halbmeſſern 
20, en, Qx entſprechen, bilden alſo in Verbindung mit dem Punkt 
M auf der Fläche vier harmoniſche Punkte. Nehmen wir noch 
zwei weitere Krümmungsmittelpunkte auf der Normale an, für 
welche « die Werthe 45 Te bat, fo find dieſe mit den vorher— 
gehenden vier Punkten in Involution. 
Die Gleichung 9 läßt ſich auch in dieſer Form ſchreiben: 
KU 00 0⁰ 
10 N ee) 
Die Formeln 7 führen zu der Gleichung 
11. tig a. ig (a ＋E a) — * 


R 
Ferner erhält man aus 3: 
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12; e+0o,=R+R 
d. h. die Summe von je zwei konjugirten Krümmungshalbmefs 
fern iſt konſtant. 
Die in den Gleichungen 1 und 12 enthaltenen Sätze ſind einer Erwei— 
terung fähig, welche durch dieſe Formeln ausgedrückt iſt 


1 1 1 1 
1 0, 4 On 1 657 . Cm 1 (4 R R, 1. 


14. 9, ＋ e, ＋ , #-..... een = m (R . 
Im erſten Fall find , , . .. Een Solche Krümmungshalbmeſſer, welchen 


0 0 0 
die Werthe a = 2 er = 2 * ED 2m 1 entſprechen; im andern 
Fall find e, % oem Krümmungshalbmeſſer, welchen die Werthe 
m 5m 90» Ur +2 A 3 
5 3 2 8 2m — zukommen. Dieſe Winkel a, wer: 
m m m ın 
den gebildet durch die x Axe und durch die Durchſchnitte der Ebenen der 
Krümmungskreiſe von 9, % .... em mit einer durch die x Axe gelegten 
Ebene, welche mit der Tangentialebene einen Winkel macht, deſſen Coſinus 
1 
R 


Auf dem Theorem von Euler beruht nachſtehende Veranſchaulichung der 
Krümmungs-Verhältniſſe in einem Punkt einer Fläche: 

In der Tangentialebene einer Fläche beſchreibe man einen unendlich 
kleinen Kreis, deſſen Mittelpunkt der Berührungspunkt iſt. Dieſer Kreis iſt 
die Baſis eines Cylinders, deſſen Erzeugende von der Tangentialebene und 
der Fläche begrenzt find; dieſe Erzeugenden find alſo den reeiproken Werthen 
der Krümmungshalbmeſſer o proportional. Die Summe von je zwei Erzeu— 
genden, deren Fußpunkte auf dem u. kleinen Kreis einen Quadranten 
begrenzen, iſt konſtant; hieraus und aus 9. geht hervor, daß die Durchſchnitts⸗ 
linie des Cylinders und der Fläche eine Schraubenlinie iſt, welche die Er— 
zeugenden des Cylinders unter konſtantem Winkel ſchneidet. Würde man den 
Mantel des Cylinders abwickeln, ſo löste ſich die Schraubenlinie in 4 gleiche 
Gerade auf, welche ein Zikzak bilden; die höchſten und die niedrigſten Punkte 
entſprechen den 4 Erzeugenden, welche die Fläche in ihren Krümmungslinien 
ſchneiden; die mittleren Punkte entſprechen 4 anderen Erzeugenden, deren 
Fußpunkte auf dem unendlich kleinen Kreis mit den Fußpunkten der erſtge⸗ 
nannten 4 Erzeugenden ein reguläres Achteck bilden. Mlle. Sophie Ger— 
main: Sur la courbure des surfaces (Crelle’s Journal Bd. 7. 1). 


§. 7. Die Größen d und 5. 
Für die Poldiſtanz § haben wir oben die Gleichung gefunden: 


cos?a sin da 
R R 
4 == „„ = . sin 
cos?a sin da 2 
R? B. 


Es ſeien o, und , die Poldiſtanz und der 8 für ein 
Linienelement der Fläche ſenkrecht auf ds, ſo iſt 
3 2 sina 1 cin a cos ?a f 
„ ae Laie ee: a 
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1 1 1 1 
ae ee Pe ern 
Mit o, und o,, bezeichnen wir den Werth von und E für das kon— 
jugirte Element und erhalten ,, = ,. sin da, alfo 
1 
n Ö,, 675 
Bei zwei konjugirten Elementen verhalten ſich die Poldiſtan— 
zen wie die Krümmungshalbmeſſer. Durch Elimination von a zwiſchen 
den Gleichungen 


cos?a sin da | 
= 3 118 und 5 0 5 . iht ib 
R? R,? 
tar R ng 0 
Ferner iſt . 2. 5 2 F. er Bi 


Nun ift aber 0, sin s = R. R, mithin nach F. 6, 12 
1 


r de ee 

Für 15 konjugirte Elemente iſt die Summe der reciprofen 
Werthe der Poldiſtanzen konſtant. 

Nach der Formel 9 des vorigen F. tft demnach 

1 1 2 
. 

Die Pole, welche den Poldiſtanzen von zwei konjugirten Elementen ent⸗ 
ſprechen, bilden in Verbindung mit dem Fußpunkt der Normale und dem 
Krümmungsmittelpunkt von go 4 harmoniſche Punkte. Hieraus folgt unmittel⸗ 
bar der Satz (von Joachimsthal) Journal de M. Liouville XIII, 514. 

Die Pole von 6 paarweiſe fonjugirten Elementen ſind in 


In volution. 

Der Winkel, welchen die Normale am Endpunkt des Elements ds mit 
der durch dieſes Element beſtimmten Normalebene bildet, wurde mit 7 bezeich— 
net, und für denſelben der Ausdruck gefunden 

3 1 1 
Ale kon Hl.) ds 

Es ſei „, der Werth dieſes Winkels für einen auf dem erſten ſenkrecht 

ſtehendes Element, ſo iſt 
Een 


Ferner entſpreche y,, dem 8 Element, ſo iſt 
{ sina, cosa. ds 
9 1 unte N MDeosde M —, e. — RR, 998 wen l K R 11 
* R, 
— 1 7 
R, cos?a Sin La 
Ar . , 
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Für a = 45° erreicht y * Maximum und iſt dann gleich 
1 1 e 
175 TR (+ — A. ds (Journal de M. Liouville; Bertrand: 


sur la theorie générale des surfaces XII, 343.) 


$. 8. Die Krümmungshalbmeſſer der ſchiefen Schnitte. 


M, M“, M“ find 3 unendlich nahe Punkte einer Fläche. Pr ſetzen die 
Entfernungen MM = MM“ — 1 und verlängern MM’ nach N, fo daß 
MN ebenfalls — 1 iſt; fällen wir auf die Fläche das Perpendikel NL, zie— 
ben MI und ML, fo kann ML. = 1 geſetzt werden, und in dem rechtwink— 
ligen Dreieck MI ift 

1. DL NM, cos MANL 

Wir bezeichnen nun den Radius des durch die 3 Punkte MM. gehenden 

Krümmungskreiſes mit e und denjenigen des Krümmungskreiſes MI“ mit 


-; ſo iſt 
2. NI. = Im = 


3. 8 cos m 
wenn der Winkel M’NL = u geſetzt wird. Die Ebene MM’L ſchneidet die 
Fläche normal, während die * MMM“ einen ſchiefen Winkel bildet; der 
Winkel zwiſchen beiden iſt gleich 4. Die Gleichung 3 enthält folgendes Theo— 
rem (von Meunier): 

Wenn man durch ein Lin ienelement auf einer Fläche 2 Ebe- 
nen legt, wovon die erſte normal iſt, fo iſt der Krümmungs— 
halbmeſſer des der ſchiefen Ebene entſprechenden Schnitts die 
Projektion vom Krümmungshalbmeſſer des Normalſchnitts. 
Wenn alſo durch ein ſolches Linienelement mehrere Ebenen 
gelegt werden, und man zieht die Krümmungskreiſe, welche 
jedem da durch entſtandenen Schnitt der Fläche zukommen, ſo 
liegen alle dieſe Kreiſe auf einer Kugel. Von einem Punkt aus 
laſſen ſich auf einer Fläche nach allen Richtungen hin Linienelemente ziehen; 
jedem dieſer Elemente entſpricht eine ſolche Kugel, welche man die Krüm— 
mungskugel deſſelben nennen kann. Das Geſetz dieſer Krümmungskugeln 
enthält die N 

— = ＋ cos 2a + 1 sin da 

R und R, find die Halbmeſſer der zwei äußerften Krümmungskugeln (der 
ren und Hleinften) und o tft der Halbmeſſer irgend einer andern, deren 
inienelement mit der Tangente der erſten Krümmungslinie den Winkel a 
bildet. Wenn die Fläche gleichartig gekrümmt iſt, fo liegen alle Kammungs; 
kugeln auf einer Seite derſelben; bei ungleichartiger Krümmung liegen ſie 
aber auf verſchiedenen Seiten und eine davon hat einen unendlich großen 
Halbmeſſer. Bei Kegelflächen endlich liegen die Krümmungskugeln auf einer 
Seite der Fläche, aber die eine äußerſte iſt unendlich groß. 

Der Satz von Meunier läßt ſich noch auf eine andere Art beweifen, 
welche auf der Betrachtung der Goeffizienten in den allgemeinen Gleichungen 
8 = 3 Variabeln beruht. Die allgemeine Gleichung mit 2 Varia— 

wi I 


alſo 


7 
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4. o AT BX ＋ CY Dx; + Exyı+ Fy 2 
Stellt dieſelbe eine Linie vor, welche durch den Urſprung eines recht⸗ 
winkligen Coordinatenſyſtems geht, fo iſt A — o; berührt die Linie die Axe 
der x im Urſprung, ſo iſt auch B=o. Wir differenziiren die Gleichung 


1 
zweimal nach x und ſetzen x = Y = A o, ſo iſt 
e en 
5. d’y * nl 


dx? 0 0 
o iſt der Krümmungshalbmeſſer im Urſprung. 
Die allgemeine Gleichung mit 3 Variabelen iſt 
6. 0=A+Bx+Cy+Dz+ Exy+ Fxz + Gyz+ Hx?+Jy?+ Kz?+.. 
Stellt dieſe Gleichung eine ir vor, bezogen auf 3 1 Axen, 


die ſich in 0 ſchneiden, jo it 4A = o, wenn die Fläche durch 0 geht; bes 
rührt fie zugleich die Ebene der Xy in 0, ſo iſt auch 3 C o. Wir 
ſetzen nun in o= Dz ＋ Exy EEE x=o und erhalten wie zuvor 
aus der Gleichung 4 
7 3 2. 
u D 


2 
wenn e der Krümmungshalbmeſſer des durch die Ebene zy in der Fläche 
hervorgebrachten Schnitts iſt. Man lege durch die y Axe eine Ebene, welche 
mit der 2) Ebene den Winkel „ bildet und die Fläche in einer Linie L 
ſchneidet, deren Coordinaten 2“ und y find. Setzt man 2 = 2 cos a und 
x = u sin w in die Gleichung der Fläche, 
8. o = Dz ＋ Exy + Fux + Gyz + Hx? + Jy? + KZz2 T 
ſo ergibt ſich nach dem Vorhergehenden 
1 2J g 241 
1 u ro und durch Vergleichung mit 6 
9. = 9 Cos 
o, it der Keimmungspalbmeffer von L für den Punkt O. 

Durch einen Punkt M einer Fläche laſſen ſich unendlich viele Ebenen 
legen, wovon jede eine beſondere Schuittkurve enthält, und mithin auch den 
Krümmungsmittelpunkt. des dieſer Kurve für den Punkt M entſprechenden 
Krümmungskreiſes. Die Krümmungsmittelpunkte aller jener Ebenen liegen 
auf einer Fläche, welche die Eigenſchaft hat, zufolge des Theorems von Meu— 
nier, daß ihre ſämmtlichen durch die Normale von M gelegten Schnitte Kreiſe 
ſind. Die Polargleichung dieſer Fläche, welche man die Fläche der Krüm⸗ 
mungsmittelpunkte nennen kann, wird erhalten durch die Vergleichung 
der Sätze 

1 


— * 08 + uch sin a und N = cos % und heißt 
0 1 Br 
— 1 2 „zeit 2 
10. 5 4. cos 2a + K sin a) 
Die Variabelen find hier e,, „ und a. , iſt ein beliebiger Radius— 
vektor der Fläche vom Urſprung M aus gezogen, der mit der Normale von 


M den Winkel „ bildet. a iſt der Winkel zwiſchen der durch dieſe Normale 
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und e, beſtimmten Ebene und derjenigen des Krümmungskreiſes vom Haupt— 
krümmungshalbmeſſer R. Aus der Gleichung 10 ergibt ſich, daß die Krüm— 
mungsradien e,, welche auf dem Mantel eines geraden Kegels liegen, deſſen 
Axe die Normale der gegebenen Fläche iſt, und deſſen Seiten mit dieſer Axe 
den konſtanten Winkel „ bilden, daſſelbe Geſetz befolgen, wie die Krümmungs— 
radien der Normalſchnitte. 

Die Gleichung der Fläche der Krümmungsmittelpunkte, bezogen auf ein 
Coordinatenſyſtem, deſſen 2 Axe die Normale von M, und deſſen x und y 
Aren die Tangenten der Krümmungslinien von M ſind, heißt 

Ian 
72 2 
11. X 2 ＋ y ＋ 22 = Ay? F Rxt 


$. 9. Die Suroskulations-Normalkreiſe. 


Unter denjenigen Oskulations- oder Krümmungskreiſen, welche in einem 
Punkt M einer Fläche durch die Normale beſtimmt find, gibt es immer ſolche, 
welche mit der ihrer Ebene entſprechenden Schnittkurve eine Berührung höherer 
Ordnung haben oder, was daſſelbe iſt, ſuroskuliren. Um dieſe Kreiſe zu 
finden, benützen wir die Formel 15 des F. 3 

1 dp dx da dy 
RER K ds? 
wo k?—=4+p?+gq? geſetzt wird. In dieſer Gleichung betrachten wir 
p, q, dp, da, dx, dy, als variabel und das Linienelement ds als konſtant, 
und ſetzen das Differenzial do = o, dadurch erhalten wir 
1. k dgdp dx dq dy) — (dp dx + dqdy) (pdp + qdq) = 0 

Dieß iſt die Differenzialgleichung derjenigen Linien, welche auf einander 
folgende Suroskulations-Normalkreiſe berühren; um ſie weiter zu entwickeln, 
nehmen wir zunächſt die in $. 2 angegebenen Werthe von dp, da zu Hülfe. 
Dort iſt in 4 und 5 nachgewieſen, daß 

dp = rdx + sdy da = sdx + tdy iſt, alſo 
2. (dp dx dq dy) (pdp + qdq) —=<(rdx?+2sdxdy + tdy?) {or + 49) dx ＋ (ps + a) ay} 

Ferner erhalten wir für das erſte Differenzial in 1 
3. d (dp dx dq dy) = ddp dx + ddqdy + 2 (rdx + sdy) ddx + 2(sdx + tdy).ddy 

Um die mit ddx und ddy behafteten Glieder zu erhalten, ſetzen wir ſtatt 
dp dx + dqdy feinen Werth rdx? + 2sdxdy + tdy? und differenziiren 
denſelben nach dx und dy. 

Es handelt ſich nun darum, die Werthe von ddp, ddq, ddx, ddy aus— 
zumitteln. Ganz auf dieſelbe Art, wie in §. 2 in den Gleichungen 2, 4 und 5 
die Ausdrücke für dz, dp und da gefunden wurden, erhalten wir 

ddp = dr dx + dsdy 
5. dd = ds dx + dt dy 
Nun erhält man nach 6, 7, 8 in § 2 für dr, ds, dt die Werthe 
dr u dx + udy 
3 wdx + dy 
= dx wdy 
Durch Subſtitution 10 4 und 5 ergibt ſich alſo 
6. ddp = udx? + 2wdxdy + vdy? 
7. ddq = wdx? + 2vdxdy + wdy? 
und ſchließlich 
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8. ddp. dx + ddq.dy = udx? + 3udx?.dy + 3vdxdy? + wdy? 
Um ddx und ddy zu beſtimmen, differenziiren wir zuerft die Gleichung 
dx? + dy? + dz? = ds? 
wo ds das Linienelement vorftellt, welches wir als konſtant anſehen, und 
erhalten 
9. ddx.dx + ddy.dy + dda.da = o 
Ferner erhält man durch Differenziation der Gleichung der Tangential— 
ebene dz = pdx + qdy die Formel 
10. p.ddx + g. ddy — ddz + (dp. dx + dq.dy) = 0 oder 
11. p.ddx + q.ddy — ddz + (rdx? + 2sdx.dy ＋ t. dy?) = o 
Die Gleichung derjenigen Normalebene der Fläche, welche das Linien— 
element enthält, dem die Coordinaten dx, dy, dz entſprechen, iſt 
12. (dy + qdz) dx — (dx + pdz) dy + (pdy + qdx) dz = 0 
Da aber das folgende Linienelement, dem die Coordinaten ddx, ddy, ddz 
entſprechen, ebenfalls in dieſer Normalebene enthalten ſein muß, ſo iſt auch 
13. (dy ＋ qdz) ddx — (dx + pdz) ddy + (pdy — qdx) ddz = 0 
Die Gleichungen 10, 11, 13 liefern nachſtehende Werthe: 


14. dx = — 1 (rdx? + 28 dxdy + tdy?) 


ddy = — Ar (rdx? + 2s dxdy + tdy?) 


Hiedurch verwandelt ſich die Gleichung 3 in folgende 
15. d (dp dx + dqdy) = udx? + 3wdx?dy + 3vdxdy? + wdy? 


+2. urlrdx? + 2sdxdy +tdy?)flpr + gs) dx +(ps+ qt) dy; 


Durch Subſtitution der gefundenen Werthe in 1 erhalten wir 
16. fu dx + 3udx?dy + 3vdxdy? + Wadi K 
— 3 Cr qs) dx (ps qu dy (rdx?+ 2sdxdy+tdy?) = o 

Dieß iſt die Gleichung der Projektion auf der xy Ebene von denjenigen 
Linien einer Fläche, welche auf einander folgende Suroskulations-Normalkreiſe 
berühren. Da ſie vom dritten Grade iſt, ſo beſitzt ſie wenigſtens eine reelle 
Wurzel, worauf nachſtehender Satz beruht (von de la Gournerie): f 

Jede Fläche hat in jedem ihrer Punkte wenigſtens einen 
ſuroskulirenden Normalkreis. 


$. 10. Ueber konjugirte Linienſyſteme. 


Wir haben oben den Winkel à beſtimmt, zwiſchen einem Linienelement 
auf einer Fläche und dem Durchſchnitt der durch ſeine beiden Endpunkte ge— 
legten Tangentialebenen. Dieſer Durchſchnitt, welcher ſelbſt eine Tangente 
der Fläche iſt, und die dem Element entſprechende Tangente heißen konju— 
girte Tangenten. Wenn nun ein Syſtem von Linien auf einer Fläche 
gegeben iſt, ſo bilden die konjugirten Tangenten aller ihrer Punkte ein zweites 
Linienſyſtem, welches wir das konjugirte nennen. Monge nennt die Linien 
des erſten Syſtems caracleristiques, und diejenigen des zweiten trajectoires, 
und definirt die letzteren als die Verbindungslinien der nächſten Punkte von 
je zwei auf einander folgenden caracteristiques; eine andere Erzeugungsweiſe 
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27 
beſteht darin, daß eine Tangentialebene ſo über die Fläche hingleitet, daß ſie 
immer zwei unendlich nahe caractéristiques berührt; der Berührungspunkt 
dieſer Ebene beſchreibt alsdann eine trajectoire. 

Das erſte Beiſpiel von konjugirten Linienſyſtemen bilden die Krümmungs— 
linien, fie find charafterifirt durch die Gleichung 4 = 90“. Dieſe Linien 
ſind die einzigen konjugirten, welche ſich rechtwinklig ſchneiden, oder ortho— 
gonal ſind; weil es in einem Punkt einer Fläche nur ein Paar von konju— 
girten Tangenten gibt, die auf einander ſenkrecht ſtehen. Dieß folgt unmittel— 
bar aus dem Satz von Dupin, F. 6, 8, welchem zufolge je zwei konjugirte 
Tangenten in einem Punkt einer Fläche mit den konjugirten Durchmeſſern 
eines Kegelſchnitts zuſammen fallen (woher die erſteren auch ihren Namen 
erhalten haben); da nun ein Kegelſchnitt nur ein Paar von konjugirten 
Durchmeſſern hat, welche ſich ſenkrecht ſchneiden, ſo gibt es auch in einem 
Punkt einer Fläche nur ein Paar von konjugirten Tangenten, die auf ein— 
ander rechtwinklig ſind. 

Den Krümmungslinien ſteht ein anderes Syſtem gegenüber, welches in 
der Gleichung 

1 
enthalten iſt. Die allgemeine Differenzialgleichung dieſer Linien wird erhal— 
ten, wenn man in den Gleichungen 9, 10 und 11 des §. 3 cos « = 1, 
tg a = = sine ſetzt, dadurch enthält man entweder 
2. (qdz + dy) dp — (pdz + dx) da = ds VA 
oder 
3. dp dx + dqdy = o 
Wir werden im Folgenden die letztere Form benützen, welche identiſch iſt mit 
4. rdx? + 2s dxdy + tdy? o 
woraus man erhält 
5 dy —8 ve — rt 
12 

Dieß iſt die Differenzialgleichung der Projektion auf der xy Ebene 
von denjenigen Linien, deren Tangenten mit ihren konjugirten Tangenten 
zuſammen fallen. Man kann nun drei Fälle unterſcheiden. Erſter Fall: 


2 


6. 82 xt 


Hier hat 4* nur einen Werth, alſo gibt es nur ein Syſtem von 


Linien & = o, oder vielmehr beide Syſteme verwandeln ſich in ein Eines, 
deſſen Gleichung ſich reducirt auf 
7. sdx ＋ dy = o 
oder, durch Vergleichung mit 6. 
8. rdx sdy = 0 
Nun haben wir ſchon in F. 2 die Gleichungen aufgeſtellt 
dp = rdx + sdy; dq = sdx + tdy 
Durch Verbindung e mit 7 und 8 erhalten wir ſomit 
9. dp = o; da = o; 
oder durch Integration 
0. p = Lonst.; = const. 
Die Flächen s = t haben alſo nur eine Berührungsebene längs einer 
Linie « = o; dieſe Linien find ſomit die Durchſchnitte auf einander folgender 
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Berührungsebenen und demgemäß gerade; auch folgt hieraus unmittelbar, 
daß fie die Tangenten einer Kurve find. Die durch die Gleichung 6 charak— 
teriſirten Flächen werden entwickelbare Flächen genannt. 
Die Gleichung 20 des F. 4 gibt für den Hauptkrümmungshalbmeſſer R, 
wenn g = rt — 82 — o geſetzt wird 
2 
14. rr 
Dieſe Werthe von R zeigen, daß der Kegelſchnitt, deſſen konjugirte 
Durchmeſſer mit den konjugirten Tangenten harmoniren, bei den entwickelbaren 
Flächen eine Parabel iſt. 
Zweiter Fall: 
12. s Ort 
Die hieher gehörigen Flächen haben zwei Syſteme von Linien « = o, 


; : 2 ' 1 0 N 4 
da die Gleichung 5 zwei reelle Werthe für 4 ergibt. Der Kegelſchnitt von 


Dupin iſt eine Hyperbel, deren Aſymtoten mit den Tangenten der Linien 
4 o zuſammen fallen. Die Krümmungshalbmeſſer der dieſen Tangenten 
entſprechenden Normalſchnitte ſind ebenfalls unendlich groß, mithin iſt 

4 


— 1 „8827 1 u dan . 
13; 11 r cos’a + , sina = 0; 
— R, 
4. ga VII 
14. tig a R 


Die Fläche iſt ungleichartig gekrümmt, da die beiden Hauptkrümmungs— 
halbmeſſer entgegengeſetzte Vorzeichen haben. 
Dritter Fall: 
. 
z dv 
Beide Werthe von 575 
die Fläche keine Linien « —= o; der betreffende Kegelſchnitt ift eine Ellipſe, 
von welcher kein Paar konjugirte Durchmeſſer zuſammenfallen können; beide 
Krümmungshalbmeſſer haben gleiche Vorzeichen, alſo iſt die Fläche gleichartig 
gekrümmt. 


aus der Gleichung 5 ſind imaginär, alſo beſitzt 


§. 11. Andere Form der Gleichungen für die Normale und 
Tangential-Ebene. 


In dem Bisherigen wurde vorausgeſetzt, daß die Gleichung der Fläche 
1850 8 ſei; die durch Differenziation dieſer Gleichung abgeleiteten For⸗ 
meln ſind für die geometriſche Anſchauung zwar leicht zugänglich, allein ſie 
ſind weniger ſymmetriſch, als diejenigen Formeln, welche man erhält, wenn 
man von der Gleichung der Fläche in ihrer allgemeinen Form ausgeht. 

1. (N 0 

Wenn in dieſer Gleichung x zunimmt, fo bezeichnen wir den Coefficien⸗ 
ten der erſten Potenz des Zuwachſes mit X; ebenſo find Y, 2 die durch par 
tielle Fanahme von y oder z entitehenden Differenzialeoeffieienten, mithin 
erhalten wir durch Differenziation von 1 

2. Xdx + Ydy + Zdz = o 
Dieſe Gleichung kann auch fo geſchrieben werden 
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X dx 1 dy 7. dz 

Tr vVYıPıZ2d VI? Y?2+22d 
wo, wie gewöhnlich ds — Vdx! + dy? + dz? gleich dem Linienelement auf 
der Fläche geſetzt wurde, deſſen Projektionen auf den Axen der X, // bezie⸗ 
hungsweiſe dx, dy, dz, find. Die Gleichung 3 iſt eine Summe von drei 
Produkten mit je zwei 3 eine ſolche Summe bedeutet in der analy— 
tiſchen Geometrie ſehr häufig den Coſinus zweier Geraden; und da dieſer 
Coſinus gleich o iſt, fo ſtehen beide Gerade auf un ei Die eine 


derfelben bildet mit den Axen Winkel, deren Coſinus 1 u 8 7 ſind; ſie 


iſt alſo das Element ds oder auch die demſelben entſprechende Kienle der 
Fläche. Da nun die Gleichungen 2 und 3 für unendlich viele Werthe von 
dx, dy, dz gelten, oder für alle diejenigen Linienelemente, die ſich * einen 


Punkt einer Fläche auf derſelben ziehen laſſen, ſo müſſen 
* 7. 
VXIT TI TTT VX II. 
auf allen jenen Linienelementen ſenkrecht ſtehende Gerade mit den Axen bil— 
det. Dieſe Gerade iſt mithin die Normale der Fläche, und da die Gleichung 
2 für alle Linienelemente gilt, die ſich von einem Punkt aus auf der Fläche 
ziehen laſſen, ſo iſt ſie die Gleichung ihrer Tangentialebene, welche auch ſo 

geſchrieben werden kann: 
X . Y TIE YTZ G = 2) 20 
wo x, y, 2 die Coordinaten des Berührungspunkts und x’, y 2“ die lau— 
fenden Coordinaten bedeuten. 
Die Gleichung der Normale ſchreiben wir in dieſer Form 
5. X XY. - Y 12 —- 2 XX: 1: 2 
hier ſind „, die laufenden Coordinaten der Normale und x, y, 2 
diejenigen ihres Fußpunkts auf der Fläche. 
Die Gleichung einer unendlich nahen Tangentialebene ergibt ſich durch 
Differenziation von 2 
dXdx + dYdy + dZdz + Xd?x + Ya?y + Zd’z = o 
Für die Durchſchnittslinie dieſer Ebene mit der erſten Tangentialebene 
* dx, dy, dz konſtant. Alſo find die Gleichungen dieſer Durchſchnitts— 
inie 


VX + h W 22 
die Coſinus der Winkel ſein, welche eine 


6. Xdx + Ydy + dz = o; dXdx + dYdy + dZdz = o 
Wenn man durch den Urſprung zwei Ebenen legt, 
ax ＋ by ＋ ez = O; ax ＋ BV ＋ 72 = 

ſo iſt die Gleichung des Durſchnitts dieſer Ebenen 

(aß — be) Xx + (ef — by) 2 = o; (aß — be) y ＋ (e - ay) 2 = 0 

Die Coſinus der Winkel, welche dieſe Linie mit den Axen der x, y, 2 
macht, ſind alſo 
Au, e, Bel M be): FETT CN? 

Die Coſinus der Winkel, welche die Linie der Gleichung 6 oder die 
Durchſchnittslinie von zwei unendlich nahen Tangentialebenen 
Xdx + Ydy+ Zi =o (X +dX)dx (d) dy (Z ＋ dz) dz = o 
mit den Axen macht, ſind daher 
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— 
ZdaY — 1d XdZ — ZdX IdX - Xdx 
eu 12 D 
M“ — V(ZdY — Idi) + (XdZ — ZAX)? + (YdX — X dc) 
Nennen wir nun, wie früher, den Winkel zwiſchen dieſer Durchſchmitts— 
linie und dem Element ds oder den Winkel zwiſchen zwei fonjugirten Tanz 
genten der Fläche 4, ſo iſt 


17 0 ; jaay — YdZ) dx + (XdZ— ZdX) dy (gx — xd) dz. 


Diefe Gleichung iſt identiſch mit der Gleichung 9 des §. 3. Setzt man 
darin & = const., fo ergibt ſich ebenfalls die Differenzialgleichung ſolcher 
Linien auf den Flächen, bei welchen der Winkel konſtant iſt zwiſchen der 
Tangente der Linie und der konjugirten Tangente der Fläche. In dem ſpe— 
ziellen Fall a = 90° oder cos & — 0 iſt 

8. (2dy — YdZ) dx + (XdZ — ZdX) dy + (YdX — XdY) da = o 

Dieb ift die Gleichung der Krümmungslinien. 

Die Größe M' iſt der Sinus des Winkels zwiſchen den zwei unendlich 
nahen Tangentialebenen, oder auch, was daſſelbe iſt, zwiſchen ihren Norma— 
len; dieſen Winkel bezeichneten wir früher mit , demnach iſt 

9. sine = V(ZdY — YdZ)? + (XdZ Zd N + (YdX — XdY)? 

Die Gleichungen der Normale der Fläche im * Xx, y find nach 5 

xXx - X: y - y: 2 — z X: I: 
Diejenigen der Tangenten, oder der Verlängerung u Elements ds find 
1 Xx - X: - Y: 2 — 2 2 dx: dy: dz 

Mithin ſind die Gleichungen der Linie, welche auf der Normale und der 
Tangente zugleich ſenkrecht ſteht: 

11. x —x:y’—y:z’—z = Zdy — Ydz : Xdz — dx: Ydx— Xdy 

Alſo ift die Gleichung der Ebene, welche die Normale und die Tangente 
enthält 
12. (Zdy — Ydz) (X= X) ＋ (Xdz—Zdx) (y—y) + (Ydx—Xdy) (z) = o 

In allen dieſen Gleichungen bezeichnen x, y, z die Koordinaten des Punkts 
auf der Fläche und x“, y“, 2“ die laufenden Coordinaten der betreffenden 
Linie oder Ebene. Die Gleichung 12 bedeutet, daß jede durch (xyz) in 
dieſer Normalebene gezogene Linie auf der Linie der Gleichung 11ëäſenkrecht 
ſteht, denn die Coſinus der Winkel, welche jene Linie mit den Axen bildet, 
find den Größen x’ — x, y’ — Y, 2. — z proportional. 


7. cos α = 


$. 12. Die gewundenen Kurven. 


Die Coſinus der Winkel, welche die Tangente in einem Punkt der Kurve 
mit den Axen bildet, ſind 
d& df dz 
ds’ ds’ ds 
Es ſei m‘ dieſer Punkt und mm“, mem“ ſeien zwei auf einander folgende 
Elemente der Kurve, ſo iſt die durch dieſe zwei Elemente beſtimmte Ebene 
die Oskulationsebene der Kurve im Punkt m’; und der Halbmeſſer des Kreiſes, 
welcher durch die drei Punkte m, m“, m“ geht, der Krümmungshalbmeſſer 
der Kurve im Punkt mt; wir bezeichnen den Mittelpunkt dieſes Kreiſes mit 0 
und feinen Halbmeſſer mit e; eine in 0 auf der Oskulationsebene errichtete 
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Senkrechte iſt die Axe derſelben. Der Winkel ü mem“, den wir o nennen, 
iſt der Contingenzwinkel. Man verlängere mm‘ über m“ hinaus nach t und 
mem“ nach t“; m/t = mt! = 1; die Projektionen von m't auf den Axen find 


g $ sr AR. ZN "102 28 lg dx 
beziehungsweiſe gleich 5 4e und denjenigen von m’t‘ find ar 
dx dy dy dz 
＋ d a + de, m * 1 daraus . daß die ee 
0 | 
von W = auf den Axen gleich d — Kr 1 0 rd And, oder 
u 
0 C0 2) 
de 2 dx dds dex — dxd?s dy 
Durch Differenziation ergibt ſich d E d = 
dsd?y — dy des dz ds dz — dzd?s . i 
= ds? N d 77 = Te "PU wert hiernach iſt 
3. 0 = 112 Vds d?x—dxd?s)?+(dsd?y—dyd?s)?+ (dsd?z—dzd?s)? 


Man kann aber auch die Kurve in gleiche Elemente mm‘ = mem“ . 
— ds eintheilen, oder ds als unabhängige Variabele betrachten, dann iſt 
des = o und man erhält den einfacheren Ausdruck 
1 = Vdix? + diy? + diz? 
Wenn man den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in 3. entwickelt, mit 
Berückſichtigung von 
ds? = dx? + dy? + dz?; dsds = dxd?x + dyd?y + dz dz 
fo erhält man folgende Formel 
** 1 d dd. + (dz dx - dd)? + (dx dy - dex dy)“ 
Dieſer Werth läßt ſich noch auf eine andere Weiſe finden; bezeichnet man 
allgemein durch a, b, e; a, 8, Y die Coſinus der drei Winkel, welche zwei 
beliebige Gerade im Raum mit einander bilden, ſo iſt der Sinus des Winkels, 
welchen dieſe Gerade unter ſich machen, durch die Formel gegeben 
N „V (by He]! ＋ (en — )* ＋ (aß — ab)? f 
Sind nun dieſe beiden Geraden die Elemente mm‘ und m'm“, fo ift 


dx d 
E 
* d * — dx dex + dyd?!y + dz dez * 
Ar ds ds’ 1 
dy + d?y dxd?x + dyd?y + dz dz d 
1 15 ds * ds? Yr 
r 58 dx dex + dy dy + dz d 45 
ne 


wodurch man für — sin mmm“ den genannten Werth erhält. 
Wenn man den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in 3 entwickelt, und 
bedenkt, daß 
— 2 ds des (dx dex + dy dy Fr dzd?z) = — 2ds?d?s? 
iſt, fo ergibt ſich 
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Een ar + dy? d — dis? 


Die vorhergehenden Gleichungen 2—6 erhalten eben fo viele Ausdrücke 
für den Krümmungshalbmeſſer, indem 
ds . 
1 e= v3 ift. 
Man kann dem Werthe von © noch eine andere Form geben, indem 


. } er N g 5 32 
man einen neuen Winkel i einführt; da die Bedingungsgleichung ( 

88 d n 2 IR 
— (9 + (z) — 4 ftatt findet, ſo iſt es erlaubt, ds = ing. sin i 


dz { e BR i d 
und ** sin &. cos i zu ſetzen, wobei wir den Winkel, deſſen Coſinus — 


R 
5 iſt, 

\ dx N dyy? fz N ’ Bi 
4 nennen. Nun iſt (44590 * (a 4 + (495) — da + sine? di? 
Alſo nach 2 

8. G = Vda? + sin d dl 

Dieſe Formel kann dazu dienen, die Kurven zu finden, für welche der 

Krümmungshalbmeſſer g eine gegebene Funktion des Bogens s iſt; man hat 


8 nen 2 5 1 
nämlich da? sin 2 di? — > und kann alfo de = sin ꝙ (s) = und 


sin & di = cos ꝙ (s) . ſetzen. 


Die oben betrachtete Linie 11“, welche mit den Axen Winkel bildet, deren 
Coſinus gleich 


dx dy dz 
ds ds ia ds 
9 REEL 0 


find, iſt parallel der Halbirungslinie des Winkels mm'm“, welche durch den 
Mittelpunkt o des Krümmungskreiſes mm’ m’ geht, om“ iſt = e. Die Pro⸗ 
jektionen von e auf den x, y, 2 Axen find alſo durch folgende Relationen ges 
geben: 


4 * 4 da 

ds 5 ds * ds 

9 0 2——, 02--—— 
da äs::,’ ds 


Die Coſinus der Winkel, welche die Oskulationsebene mm'm“ mit den 
2), zx, xy Ebenen bildet, oder was daſſelbe iſt, die Coſinus der Winkel, 
welche die Axe dieſer Ebene, nämlich die in o auf ihr errichtete Senkrechte, 
mit den x, y, 2 Axen macht, bezeichnen wir mit a, b, c und erhalten 


1. ve dyd?z - dx dz dex — dz dx „ dxd?y—d’xdy 
e . Ti, 


Wenn wir die Coſinus der Winkel, welche die Linie om“ mit den Axen 
bildet, durch a, 8, y ausdrücken, fo erhalten wir folgende Zuſammenſtellung 
für die Werthe der 9 Coſinus der Winkel, welche nachſtehende 3 zu einander 
ſenkrechte Gerade mit den Axen bilden: die Tangente in einem Punkt einer 
gewundenen Kurve (m“), die Hauptnormale (mo) und die Axe der Osku— 
lationsebene: 
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2 ds’ ds’ ds 
Me d 4 9 
ds ds ds 
ä A F 
dy dz - d’ydz dzd?x di dx dxd?yv - dyd?x 
“re RT nn 37 . ds? * 0. ds2 


Es ſeien m m‘ m“ m’ 4 auf einander folgende Punkte der Kurve; die 
beiden Oskulationsebenen mmüm“ und m’m’’m’’ ſchneiden ſich in der Ge: 
raden m'm“; der Winkel, welchen fie mit einander bilden, heißt der Osku— 
lationswinkel; wir bezeichnen ihn mit K; durch die Mitte n des Elements 
m'm“ ziehen wir zwei Gerade nT = nT’ t, wovon die erſte ſenkrecht auf 
der Ebene mmüm“ iſt und die andere ſenkrecht auf der Ebene mmm“. 
Die Projektionen von nT auf den Axen find beziehungsweiſe gleich a, b, c 
und diejenigen von nT’ gleich a ＋ da, b ＋ db, c de, mithin find die 
Projektionen von TT’ gleich da, db, de oder es iſt, da K = “, 

12. 2 = Vda? + db? + de? 
Da die Linie nT ſenkrecht auf m’m’ fteht, fo iſt der Coſinus des Win— 
kels Tam“ = o, oder 
adx + bdy + cda= 0 
Die Linie TT“ ift ebenfalls ſenkrecht auf m'm“, mithin ift 
da dx + dbdy + dedz = 0 
Wenn man die erſte Gleichung differenziirt, und das Reſultat mit der 
zweiten vergleicht, ſo findet man 
ad Xx + bd?y + cdz = 0 

Zu demſelben Reſultat würde man auch durch die Gleichungen 10 ge— 
langen, wenn man die erſte derſelben mit dex, die zweite mit d?y und die 
dritte mit dez multiplizirte. 

Wir ſetzen nun dyd!z — dey dz = de, dz dex — dz dx = dy, 
dxd?y — d?xdy = dt. Ferner ſei de = VdE? + dn? + d£?, fo erhalten 
wir die Formeln für 2 aus denjenigen für % durch bloße Veränderung der 
Buchſtaben; indem wir ftatt ds de, ftatt dx, dy, dz, die Bezeichnungen 
de, dy, de ſetzen. Aus 3. erhalten wir 

13. 0 = V (dod?g—d£d?0)?+(dod?7_dyd20)2+(dod?t—did?o)? 


Würde man hier do als unabhängige Variabele betrachten, fo wäre 
de = 0, und man erhielte für 2 den einfacheren Werth 


14. 2 = 15 der + dt + a 
Aus 5. erhalten wir die weitere Relation 
15. 2 — 4 AA AT) TE UHE): (ae dd): 


und aus 6. 


16. K = 1 Var + di + q die 
Nun iſt 
Böklen, Geometrie. 3 
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dyd?t - d dg = (dzd?x - d’zdx) (dxd’y-d’xdy)- (dzd’x- d’zdx) (dxd?y -d?xdy) 
— dx $(dyd?z-d?ydz) d?x+(dzd?x-d?zdx)d®y+(dxd?y-d?xdy) d 
—dxi(d?yd3z-d3ydiz) dx+(d?zd’x-d3zdx)dy , , xd d xd) dz. 
Ebenſo findet man 
rde dds — 4 (dr dg dedg) 


ded%y — dag dy = Ir (ddr - dtydk) 


Mithin iſt nach der Formel 15 
17. K (dyd?z—d?ydz)ddx+(dzd?x—d?zdx)ddy+(dxd?y—d?xdy)ddz —— — 
5 (Ax dz — dy dz) 2 ＋ (dz dx dz dx) + (dx dy - dx dy) 2 VN 
18. L (daydsz- d’yd?z)dx-+(d?zddx—d3zd?x)dy—+ (dxdsy-dsxdzy)dz 
R (dy d?2—d2y dz) 2 ＋ (dz dx —d?zdx)? + (dx dzy- d& dy)? 


d 2 h 1 
Den Ausdruck 92 ſetzen wir Ser, dann ift r der fogenannte Tor— 


ſionshalbmeſſer; die vorhergehenden Formeln für L geben die entſpre— 
chenden Werthe von r. 
Durch Verbindung der Ausdrücke 5, 7, 17 und 18 erhalten wir 


6 
n 72 Ceed ehe ee ehe- dee cee 


6 

20. r = ieee eee + (dtzd’x-d’zd2rydy+ Arc ’y-dirdtyyazt 

Um die geometrifhe Bedeutung der Größen ds, dex, diy, d?z beſſer 
würdigen zu können, ſtellen wir noch einige weitere Betrachtungen an. Wir 
bezeichnen wieder mit m, m‘, m“ drei auf einauder folgende Punkte der Kurve, 
nehmen aber die dazwiſchen liegenden Elemente ungleich an, ſo daß 

mm’ — ds m’m‘ = ds + des 
iſt; dis bedeutet den unendlich kleinen Zuwachs des Elements ds gerade fo, 
wie ds den unendlich kleinen Zuwachs des Bogens s der Kurve vorftellt. 
Die Projektionen von mm“ auf den Axen ſind dx, dy, dz, diejenigen von 
m’m“ find dx + dex, dy + d’y, dz + diz; hieraus folgt die Gleichung 
(ds + des)? = (dx + d?x)? + (dy + d?y)? + (dz + dz)? oder, wenn 
man entwickelt und bedenkt, daß ds? = dx? + dy? + dz? ift, und daß die 
Größen d?s?, d?x?, d?y?, d?z? im Verhältniß zu den andern unendlich klein 
ſind, und alſo weggelaſſen werden können: 
2 2 2 
3 dxd X ＋ * + dz dz 

Dieſer Werth, welcher ſonſt durch Differenziation der Gleichung ds 
= Vdx? + dy? + dz? gefunden wird, gibt noch zu einigen Bemerkungen 
Veranlaſſung: Er enthält nämlich rechts die Summe von drei Produkten mit 
je zwei Faktoren; eine ſolche Summe kann immer ſo aufgefaßt werden, daß 
ſie den Coſinus des Winkels zweier Geraden im Raume darſtellt. Setzen 
wir nämlich allgemein ae + bg + ey = A und bezeichnen VAT b ec? 


YV un: +uy2+dz? 


N ne ur en Zu 
mit s, V + 8 ＋ mit 6, jo iſt +7 f 24 5 15 
a? b? ec? R . a? 82 5 
Da nun r 1 5 tat wie auch r . r tt ſo 
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b 


a ern 1 Y 5 £ } 
find FE war, die Coſinus der Winkel, welche die erſte Gerade mit den 


Axen macht, und , 125 Z die Coſinus der Winkel, welche die zweite 


Gerade mit den Axen bildet. 2 ift der Coſinus des Winkels zwiſchen bei— 


den Geraden. Wenn wir dieſe Ueberlegungen auf die Gleichung 22 anwen— 
den, ſo können wir ſie zunächſt in die Form bringen 
d? 


3 ( * * 5 dy dy 
N VX ̃̃ NY. ds Y d XI +d?y?+d?%z? ds VAX d?y?+d?z? 
dz d’z 


ds \ d X dy dz! 
Der Ausdruck rechts iſt der Coſinus des Winkels zweier Geraden; die 
erſte bildet mit den Axen Winkel, deren Coſinus beziehungsweiſe ſind 475 


1 ; : = 5 5 
455 =; diefe Gerade iſt alſo das Element mm‘. Um die zweite Gerade 
zu finden, verlängern wir mm“ über m' hinaus nach en, nehmen auf m'üm“ 
den Punkt! jo an, daß m'! = m’n = mm‘ iſt, und ziehen die Geraden 
nl, nm“. Die Projektionen von min auf den Axen find dx, dy, dz. Dies 
jenigen von môm“ find dx dx, dy ＋ diy, da+ dz, alſo find die 
Projektionen von um“ auf den Axen gleich dex, d?y, dez, mithin iſt 
24. nm‘ = Vd XT dy d 
Die Coſinus der Winkel, welche nm“ mit den Axen bildet, ſind 8 
d’y d’z 72 1 . Bu; g 0 
An t r- Mithin drückt die rechte Seite der Gleichung 23 den Coſinus 
des Nebenwinkels von m'nm“ aus; dieſer Winkel iſt aber gleich m“ + nm m“; 
nm'm“ {ft unendlich klein im Verhältniß zu m“, alſo iſt mum“ = m“, 
und wenn man das Dreieck Inm“ als rechtwinklig anſieht, fo iſt andererſeits 
Im“ d 28 8 $ 33 
75 — ! ſomit wäre die Richtigkeit der 
nm N d’x? + d?y?+ 222 
Gleichung 23, oder von 22 auch auf rein geometriſchem Wege nachgewieſen. 
In dem rechtwinkligen Dreieck ulm“ iſt In nm“ — Im“? oder, 
da In ds iſt, . ds = Vd?x?+d?y?+ d — d?s? 
Hierin liegt auch der geometriſche Nachweis der Formel 6 für den Contingenz— 
winkel o. 


dex 


cos m“ = 


$. 13. Die gewundenen Kurven. Fortſetzung. 


Wir betrachten wieder, wie früher, vier auf einander folgende Punkte 

m m‘ m“ m‘ der Kurve und ziehen durch m’ drei auf einander ſenkrechte 

Linien, mei = wT = mr = 4; die erſte iſt die Tangente der Kurve, 

oder die Verlängerung des Elements und bildet mit den Axen Winkel, deren 

Coſinus durch die deutſchen Buchſtaben a, b, e bezeichnet werden; die zweite 

iſt die Axe der Oskulationsebene mm'm“ und bildet mit den Axen Winkel, 
3* 
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deren Coſinus a, b, c genannt werden; die dritte ift ſenkrecht auf mm‘ und 
liegt in der Oskulationsebene; ihre Verlängerung geht durch den Mittelpunkt o 
des Krümmungskreiſes mm'm“, und die Coſinus der Winkel, die fie mit den 
Axen bildet, find wie früher u, 8, y. Es beſtehen nun folgende Relationen: 
1. +? ＋ c - 1; a? ++ c 1; 4 ＋ 82 ＋ „ ˙ 1 
Durch Differenziation 
2. ada bab ede So; ada bdb ede = o 
ade ＋ dH = o 

Die Gleichungen 1 rühren daher, daß die drei Axen auf einander ſenkrecht 
ſtehen; die Gleichungen 2 ſind die Formeln für die Coſinus von drei rechten 
Winkeln; zieht man nämlich durch m“ drei weitere Linien, m't“, m. T., 
mt = 1, wovon die erſte die Verlängerung des Elements m'm“, die 
zweite ſenkrecht auf der Oskulationsebene mm“ m““ und die dritte ſenkrecht 
auf dem Element m'üm“ iſt, und in der zweiten Oskulationsebene mmm“ 
liegt, ſo find die Coſinus der Winkel, welche die Linien tt“, TT/, tr’ mit 
den Axen bilden, 
da db de 


Vda? I abr A de! Vda? ＋ db ＋ de? da! ＋ db? + de’ 
da db de 


Vda? + db? r de? Vaa?+ db? + de! Vda? + db? + de?’ 
da dg dy 
dai + dB? +dy? Vda?+ dg: ＋ dy: Vd + dB? + dy?’ 
Die Gleichungen 2 bedeuten alſo, daß die Winkel m/tt‘, m‘TT‘, mtr 
als Rechte anzuſehen ſind, wenn man blos die unendlich kleinen Größen erſter 
Ordnung in Betracht zieht. Wir haben ferner die Relationen: 
3. aa ＋ bb ce o; aa + ＋ ey = o; aa ＋ bog ＋ cy = o 
welche ſich auf die Coſinus der rechten Winkel tm’ T, timer, Tim’T beziehen. 
Die Quadratſummen der drei Coſinus, welche die Axen Der x, „ 2 je 
mit den drei Linien m‘t, m’T, mer bilden, find gleich 1, alſo 
„ad ＋ 27 ＋ 4 1; be 4 bi 4 8 1; e T te 
und durch Differenziation 
5. ada ＋ ada T αν = o; bub +bdb + 86 ; cc+iedetyy—o 
Der Contingenzwinkel tm!“ wurde mit , der Oskulations winkel Tm’T’ 
mit 2 bezeichnet, mithin iſt 11“ = © und TT’ = L, und da die Projektionen 
von tt“ auf den Axen der X. /, 2 gleich find da, db, de und diejenigen von 
K gleich da, db, de, jo iſt mit Berückſichtigung des Parallelismus der Linien 
tt“, TT', mer 
07 u. = da, M dab; W. dle 
„ das ne ie 
Dieſe Relationen in Verbindung mit 5 geben 
8. da = — a — a; dg = — bo — be; y= c — e 
Durch Quadriren dieſer Gleichungen erhält man ferner 
9. da? + dB? + dy? = 0? + 2° oder 
10. 772 = 24 TI 
Die geometriſche Bedeutung dieſer Gleichung iſt wieder fehr einfach; die 
Axen met, m‘T, m'r werden in die zweite Lage m‘t, m’T‘, m'“ durch zwei 
Drehungen gebracht; bei der erſten Drehung iſt m. die feſte Axe; mit dreht 
ſich nach mu“ und m'r kommt in die Lage m“, fo daß rr“ — tt“ iſt; bei 
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der zweiten Drehung bleibt m.!“ feft, m’T dreht ſich nach m.“ und m- 
kommt in die Lage mr., fo daß vr = TT’ iſt; nun iſt offenbar 17 
ein bei 1“ rechtwinkliges Dreieck, alſo 112 = Tr? + vr? = tt“? + TT. 

Die Gleichungen 9 und 10 führen auf einige Fragen, welche die Grund— 
lage der Theorie der Kurven bilden. Dieſelben enthalten 3 Variabeln, näm⸗ 
lich den Winkel zwiſchen zwei auf einander folgenden Hauptkrümmungshalb— 
meſſern, den Contigenzwinkel und den Torſionswinkel. Man kann ſich nun eine 
dieſer Größen als Funktion der andern denken, ſo ergibt ſich in Verbindung 
mit einer der genannten Gleichungen eine Relation, welche nur noch zwei 
dieſer Winkel enthält; durch Spezialiſirung der gegebenen Funktion entſteht 
ſofort eine Reihe von Differenzialgleichungen, wovon jede einer gewiſſen 
Klaſſe von Kurven entſpricht. Man gelangt ſo zu einer Eintheilung der 
Kurven, die derjenigen der Flächen analog iſt, welche Monge in die Geometrie 
einführte, indem er gewiſſe Relationen zwiſchen den beiden Hauptkrümmungs⸗ 
halbmeſſern in einem Punkt einer Fläche annahm, und aus dieſen Relationen 
die Gleichungen der Flächen ableitete. Bezeichnet man die Hauptkrümmungs— 
halbmeſſer mit R und R“, fo iſt R = R“ die einfachſte dieſer Differenzialglei— 
chungen, welche durch Integration auf die Kugel führt; eine andere Gattung 
von Flächen iſt durch die Beziehung R R“ = 0 charakteriſirt, worunter 
ſich eine Schraubenfläche befindet, deren Erzeugende parallel einer Ebene iſt, 
und welche ſich durch die Eigenſchaft auszeichnet, in ſich ſelbſt verſchiebbar zu 
ſein, eine Eigenſchaft, welche ſie nur mit den Drehungsflächen gemein hat. 
Die Flächen R. R“ const. können, was aus den Gauß'ſchen Unterſuchun— 
gen über die Abbildung der Flächen hervorgeht, auf einer Kugel abgebildet 
werden. Es bieten ſich hier noch weitere, bis jetzt unbeantwortete Fragen 


über die Diskuſſion von Differenzialgleichungen dar, z. B. Tf const. 


R2 + * e u. f, 
Ein ähnliches Verfahren läßt ſich nun bei den gewundenen Kurven ein— 


ſchlagen; der Hauptkrümmungshalbmeſſer g = = und der Torſionshalbmeſſer 


d 32168 : ; 5 
r 15 ſtehen in ſehr einfachen Beziehungen zu den Winkeln © und E, 


eine Relation zwiſchen ound 2 läßt ſich alſo unmittelbar in eine entſprechende 
zwiſchen e under umſetzen. Betrachten wir z. B. die Kurven, welchen folgende 
Wü zukommen: 

11. r const. oder W Y = const. 

12. e = const. r = const. oder = const. 2 = const. 


„ const. oder , — const. 
N 2 


Die Eigenſchaften derſelben laſſen ſich ſehr leicht geometriſch entwickeln, 
wie es zuerſt Bertrand zeigte. 

Wenn man durch einen feſten Punkt Linien zieht, parallel mit den Tan⸗ 
genten einer gewundenen Kurve, fo erhält man einen Kegel, deſſen Erzeu— 
gende unter ſich Winkel bilden, welche den Contingenzwinkeln der Kurve 
entſprechen, während die beiden durch drei auf einander folgende Erzeugende 
beſtimmten Tangentialebenen des Kegels einen Winkel einſchließen, gleich dem 
Oskulationswinkel der Kurve. Die Linie o = const. ift eine ſolche, der ſich 
ein gleichſeitiges und gleichwinkliges Polygon von unendlich vielen Seiten 
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einbeſchreiben läßt. Liegt eine ſolche Kurve in der Ebene, fo ift fie ein 
Kreis, mithin haben wir ſchon einen ſpeziellen Fall, welcher der Gleichung 12 
entſpricht, nämlich ® = const. 2 — o. Um aber die übrigen Kurven 
0 = const. 2 = const. zu finden, nehmen wir die Spitze des Kegels als 
den Mittelpunkt einer Kugel an, welche denſelben in einer ſphäriſchen Kurve 
ſchneidet. Gleichen auf einander folgenden Elementen der gegebenen Kurve 
entſprechen eben ſo viele Erzeugende des Kegels, welche unter ſich gleiche 
Winkel bilden, und alſo auf der ſphäriſchen Kurve gleiche Bögen abſchneiden. 
Zieht man durch die Mitten dieſer Bögen Linien, die auf denſelben ſenkrecht 
ſind, und zugleich die Kugel tangiren, ſo ſind die von ihnen eingeſchloſſenen 
Winkel gleich den Oskulationswinkeln der gegebenen Kurve; mithin ſind ſie 
unter ſich gleich, alſo ſind dieſe Linien ebenfalls unter einander gleich und 
ſchneiden ſich ſomit in einem Punkt; die genannte ſphäriſche Kurve iſt dem— 
nach ein Kreis und der Hülfskegel iſt ein Drehungskegel, deſſen Erzeugende 
mit der Axe einen konſtanten Winkel bilden; die Tangenten der gegebenen 
Kurve bilden alſo ebenfalls mit einer Geraden fonftante Winkel; dieſe Kurve 
ſelbſt liegt auf einem Cylinder, deſſen Erzeugende ihre Elemente unter kon— 
ſtantem Winkel ſchneiden. Da die zwiſchen je zwei unendlich nahen Erzeu— 
genden liegenden Elemente der Kurve mit denſelben ſowohl, als auch unter 
ſich ſelbſt gleiche Winkel bilden, ſo folgt daraus, daß der Winkel zwiſchen 
den entſprechenden Tangentialebenen des Cylinders konſtant, und daß mithin 
ein auf den Erzeugenden ſenkrechter Schnitt deſſelben ein Kreis iſt. Die 
Kurven, welche der Gleichung 12 entſprechen, ſind daher Schraubenlinien, 
welche die Erzeugenden eines Cylinders mit kreisfoͤrmiger Baſis umter kon— 
ſtantem Winkel ſchneiden; iſt dieſer Winkel gleich 45 Grad, ſo erhält man 
den durch die Gleichung 11 dargeſtellten ſpeziellen Fall, weil dann die Er— 
zeugenden der zwei Kegel, welche mit der Kugel konzentriſch find und fie 
berühren, mit ihrer Axe einen Winkel von 45 Graden bilden. Zur dritten 
Art von Kurven gehören ſolche, bei welchen weder der Contingenzs, noch der 
Torſionswinkel konſtant iſt, ſondern nur das Verhältniß beider. Wir theilen 
die gegebene Kurve wieder in gleiche Elemente ein, konſtruiren den Kegel, 
deſſen Erzeugende parallel mit dieſen Elementen ſind, und welcher von einer 
konzentriſchen Kugel in einer ſphäriſchen Kurve geſchnitten wird. Da die 
Contingenzwinkel der gegebenen Kurve nicht mehr unter ſich gleich ſind, ſo 
find auch die- Winkel zwiſchen je zwei Erzeugenden des Kegels und mithin 
auch die entſprechenden Bögen der ſphäriſchen Kurve ungleich. Zieht man 
durch die Mitten dieſer Bögen Linien, welche die Kugel tangiren und zugleich 
ſenkrecht auf der ſphäriſchen Kurve find, fo iſt das Verhältniß der Winkel 
zwiſchen je zwei ſolchen Linien und zwiſchen den Erzeugenden des Kegels 
konſtant, woraus ſich wieder ergibt, daß dieſe Linien in einem Punkte zu— 
ſammentreffen müſſen; der Hülfskegel iſt alſo gleichfalls ein Drehungskegel, 
alle Tangenten der gegebenen Kurve machen mit einer beſtimmten Geraden, 
welche der Axe dieſes Drehungskegels parallel iſt, einen konſtanten Winkel. 
Dieſe Kurve liegt ſomit auch auf einem Cylinder, deſſen Erzeugende fie unter 
konſtantem Winkel ſchneidet. Derſelbe iſt aber kein Drehungscylinder, denn 
die einzelnen Elemente der Kurve, welche wir unter einander gleich annehmen, 
bilden zwar gleiche Winkel mit den Erzeugenden, aber der Contingenzwinkel 
wechſelt von einem Element zum andern, mithin wechſelt auch der Winkel 
zwiſchen den entſprechenden Tangentialebenen des Cylinders, alſo iſt ein ſenk— 
rechter Schnitt deſſelben nicht mehr kreisförmig. 
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Wir haben nun folgende Zuſammenſtellung: 

1. Beide Krümmungshalbmeſſer einer gewundenen Kurve ſind unter ſich 
gleich und konſtant; die Kurve iſt eine Schraubenlinie, welche die Erzeugen— 
den eines Cylinders mit kreisförmiger Baſis unter einem Winkel von 45 
Graden ſchneidet. Dieſe Kurve iſt in ſich ſelbſt verſchiebbar. 

Beide Hauptkrümmungshalbmeſſer einer Fläche ſind unter ſich gleich und 
konſtant; die Fläche iſt eine Kugel, welche nach allen Richtungen in ſich ſelbſt 
verſchiebbar iſt. 

2. Jeder der beiden Krümmungshalbmeſſer einer gewundenen Kurve iſt 
konſtant. Die Kurven ſind Schraubenlinien, welche die Erzeugenden eines 
Cylinders mit kreisförmiger Baſis unter einem beliebigen, aber konſtanten 
Winkel ſchneiden. In dem ſpeziellen Fall, wo einer der Krümmungshalbmeſſer 
unendlich groß iſt, erhält man einen Kreis. Dieſe Kurven ſind ebenfalls in 
ſich ſelbſt verſchiebbar. 

Unter den Flächen, bei welchen beide Hauptkrümmungshalbmeſſer konſtant 
und unter ſich ungleich ſind, iſt nur der Cylinder mit kreisförmiger Baſis zu 
nennen, bei welchem ein Krümmungshalbmeſſer unendlich groß iſt. Dieſe 
Fläche iſt gleichfalls in ſich ſelbſt verſchiebbar und zwar nach zwei zu einander 
ſenkrechten Richtungen. 

3. Das Verhältniß der beiden Krümmungshalbmeſſer einer gewundenen 
Kurve iſt konſtant; dieſelbe iſt eine Schraubenlinie, welche die Erzeugenden 
eines Cylinders mit beliebiger Baſis unter einem konſtanten Winkel ſchneidet. 
Solche Kurven ſind nicht in ſich ſelbſt verſchiebbar. 

Unter den Flächen, bei welchen das Verhältniß der beiden Hauptkrüm— 
mungshalbmeſſer konſtant iſt, ſind diejenigen hervorzuheben, bei welchen dieſes 
Verhältniß gleich — 1 und gleich — 2 iſt. Zu der erſten Art gehört die 
Schraubenfläche, deren Erzeugende parallel einer Ebene iſt, und die durch 
Umdrehung einer Kettenlinie um ihre Direktrice erzeugte Drehungsfläche. 
Zur zweiten Art gehört die durch Umdrehung einer Parabel um ihre Direk— 
trice erzeugte Drehungsfläche. 


$. 14. Die gewundenen Kurven. Schluß. 


Zig. a. m m’ m“ m““ find 

vier auf einander fol 

—— gende ur Fe 

\ — , — gr ſolchen Kurve; die 
„ 0 beiden Oskulations⸗ 
AN 3 ebenen m m‘ m“ und 
7 1 RE ag m‘ m m““ ſchneiden 
„ ſich in m‘ m“; durch 
* N die Mitte n dieſes 
N Elements ziehen wir 
„ zwei zu demſelben 

A ſenkrechte Linien; die 
9 erſte no liegt in der 
. Ebene mm’m’ und 

\\ N die zweite no’ liegt in 

Mr N der Ebene m‘ m’ m; 
EN) o iſt der Mittelpunkt 
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des Krümmungskreiſes m mem“; 0“ iſt der Mittelpunkt des Krümmungskreiſes 
m‘ m“ m“; die Richtungen mm“ und 00° find offenbar zu einander ſenk— 
recht, und da oo“ ein Element der Kurve der Krümmungskreismittelpunkte 
iſt, ſo folgt hieraus der Satz: 

Die Tangenten einer gewundenen Kurve und der Linie 
ihrer Krümmungskreismittelpunkte ſtehen in je zwei ſentſpre— 
chenden Punkten auf einander ſenkrecht. 

Die Mittelpunkte ſämmtlicher Kugeln, welche ſich um die drei Punkte 
m m‘ m“ beſchreiben laſſen, oder welche den Krümmungskreis mm'm“ zum 
gemeinſchaftlichen Durchſchnitt haben, liegen auf der Axe dieſer Oskulations— 
ebene, d. h. auf der in o auf derſelben errichteten Senkrechten; die Mittel— 
punkte ſämmtlicher Kugeln, welche durch die drei Punkte mm“ m““ gehen, 
oder den Krümmungskreis mm“ m’ zum gemeinſamen Durchſchnitt haben, 
liegen auf der Axe der zweiten Oskulationsebene, d. h. auf der in o“ auf 
der Ebene mem“ mm““ errichteten Senkrechten. Dieſe beiden Axen ſchneiden 
ſich im Punkte M, welcher der Mittelpunkt der durch die vier Punkte i m“ 
m“ m““ beſtimmten Kugel iſt; dieſe Kugel heißt die Krümmungskugel der 
gegebenen Kurve. Da nun oM oder oM“ Tangenten der Kurve find, auf 
welcher die Punkte MM“ . . . liegen, oder der Kurve der Krümmungskugelmittel— 
punkte und da die Elemente 00° und MM’ in der durchen gelegten Normal— 
ebene der gegebenen Kurve liegen, ſo folgen hieraus nachſtehende Sätze: 

2. Je drei entſprechende Punkte einer gewundenen Kurve, 
der Linie ihrer Krümmungskreismittelpunkte und der Linie 
ihrer Krümmungskugelmittelpunkte liegen in der Normalebene 
der gegebenen Kurve; die Tangente der letzteren ſteht ſenk— 
recht auf den beiden Tangenten der andern Kurven. 

Der Kreis noM, welcher in der Normalebene der gegebenen Kurve liegt, 
hat zum Durchmeſſer die Linie nM. Da aber no“ M gleichfalls ein rechter 
Winkel iſt, fo liegt der Punkt 0° auch auf dieſem Kreiſe; die Linie 00° ift 
ſowohl ein Element des Kreiſes als auch der Kurve der Krümmungsmittel— 
punkte, mithin iſt die Verlängerung dieſes Elements eine gemeinſchaftliche 
Tangente beider; verbindet man o oder o“ mit der Mitte der Geraden nM, 
fo iſt die Verbindungslinie ſenkrecht auf oo“; verlängert man 00° bis zum 
Durchſchnitte mit der Verlängerung von nM in q, fo iſt go? = qM. an; 
zieht man endlich durch o eine Linie, welche nM ſenkrecht in s ſchneidet, To 
find q,M,s,n vier harmoniſche Punkte; wir haben alfo folgende Sätze: 

3. Wenn man an die Linie der Krüümmungskreismittelpunkte 
eine Tangente zieht, fo trifft fie die Verbindungslinie der ent— 
ſprechenden Punkte der gegebenen Kurve und der Linie der 
Krümmungskugelmittelpunkte ſo, daß das Quadrat der Tan— 
gente gleich dem Produkt der beiden Abſchnitte auf der Ver— 
bindungslin ie iſt. 

4. Die drei auf dieſer Linie erhaltenen Punkte und der 
Fußpunkt des auf dieſelbe vom entſprechenden Punkt der Linie 
der Krüm mungskreismittelpunkte gefällten Perpendikels find 
in harmoniſcher Proportion. 

5. Zieht man von einem Punkt einer gewundenen Kurve 
nach dem entſprechenden Punkt der Linie der Krümmungskugel⸗ 
mittelpunkte eine Gerade, ſo iſt die Verbindungslinie ihres 
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Halbirungspunkts mit dem entſprechenden Punkt der Linie der 
Krümmungskreismittelpunkte eine Normale der letzteren. 

In dem Kreisviereck noo! M find die Winkel bei n und M, ono“ und 
oMo’, einander gleich; der erſte dieſer Winkel iſt der Oskulationswinkel der 
gegebenen Kurve und der zweite iſt der Contingenzwinkel der Linie der 
Krümmungskugelmittelpunkte, hieraus folgt alſo 

6. der Oskulationswinkel einer gewundenen Kurve iſt gleich 
dem Contingenzwinkel in dem entſprechenden Punkt der Linie 
ihrer Krümmungskugelmittelpunkte. 

Wir bezeichnen wieder wie früher die Coſinus der Winkel, welche in 
einem Punkt einer gewundenen Kurve die Tangente, die Hauptnormale und 
die Axe der Oskulationsebene mit den Axen bilden, durch a, b, e; «, 8, 1; 
a, b, e; durch c und 2 Contingenz- und Oskulationswinkel, durch e und r 
Krümmungs⸗ und Torſionshalbmeſſer und endlich durch R den Halbmeſſer der 
Krümmungskugel. Dieſelben Buchſtaben mit einem Strich beziehen ſich auf 
die Linie der Krümmungskugelmittelpunkte und mit zwei Strichen auf die 
Linie der Krümmungskreismittelpunkte. 

Aus dem zweiten Theorem folgen die Gleichungen 

7. aa“ ＋ bb“ ＋ cc“ = o; aa“ ＋ bb“ ＋ cc“ = o 

Aus 6. folgt 

8. K = M 

Ferner kann man ſich ſehr leicht überzeugen, daß die Halbirungslinie des 
Winkels OMM“ parallel der Halbirungslinie von ono iſt; hierauf beruht 
der Satz: 

9. Die Hauptnormalen in einem Punkt einer gewundenen 
Kurve und in dem entſprechenden Punkt der Linie ihrer Krüm— 
mungskugelmittelpunkte ſind gegenſeitig parallel, daher die 
Gleichungen 

10. 4 = a, 8 B“; y. 

Wir bezeichnen die Coordinaten von n mit xyz, und diejenigen von M 
alſo nit X yz“, dann find die Projektionen der Linie nM auf den Axen be 
ziehungsweiſe gleich 

x - x — “,; 2 — 2“ 
x — x' iſt aber gleich der Summe der ng von no“ und o‘M auf 


der x Axe; oder da no“ = 9 und oM = * (p iſt der Durchſchnitt von no’ 


und Ho) = 2 —. 4 — de 4 und y— „, 2 — 2“ gleich der Summe 


der Projektionen von no“ und M auf den y und z Axen ſind, ſo entſtehen 
die Eleichungen: 


11. * * % Kar 4 
. de 
3 e 


1 e Ter e 


Da nM? — no’? + „M: ift, fo haben wir für den Halbmeſſer der Krim: 
mungskugel: 
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12. R2 = go? + 
Zu demſelben Reſultat wäre man auch durch Quadriren der Gleichungen 11 
gelangt, da ea + 8b ＋ ye s iſt. 
Durch die Formeln 11 iſt der Mittelpunkt, durch 12 der Halbmeſſer der 
Krümmungskugel beſtimmt. 


2 
Bei einer ſphäriſchen Kurve iſt R und alſo auch e + r? 40 = const. 


13. (X -) a ＋ (y- y) b ＋ (2 - 20 e = 0 
14. - X % A r = 0 ＋ = 207 = 1 
15. (X- X) a ＋ (y- y) b (2 - 20 C r * 

Zum Behuf der geometriſchen Begründung von dieſen weiteren Gleichun— 
gen iſt zu bemerken, daß 2 Y 75 er —— die Coſinus der drei 
Winkel find, welche der Halbmeſſer der Krümmungskugel nM = R mit den 
Axen bildet; die Gleichung 13 bedeutet alſo, daß nM ſenkrecht auf der Tanz 
gente der gegebenen Kurve in n ſteht; fie behält übrigens ihre Geltung, 
wo man auch den Punkt x'y“z“ in der durchen gehenden Normalebene der 
gegebenen Kurve annehmen möge, alſo iſt ſie die Gleichung dieſer Normal— 
ebene. 

Die linke Seite von 14. mit R dividirt, gibt den Coſinus des Winkels 
on M an, welcher gleich inn = * iſt. Dieſe Gleichung läßt ſich auch durch 
Differenziation aus 13. ableiten, wenn man Xx y“ als konſtant anſieht, und 
berückſichtigt, daß dx. a ＋ dy. b ＋ dz. e = ds; = =emd u=o.«; 


db . B; dk=w.y (. 13, 6) iſt. Die Gleichungen 13 und 14 beziehen 
ſich alſo auf zwei unendlich nahe Normalebenen der gegebenen Kurve, mithin 
auf den Durchſchnitt oM derſelben, oder auf die Oskulationsaxe. 


Wenn man die linke Seite von 15. durch R dividirt, ſo erhält man den 


Werth des Coſinus vom Winkel 0 Un, und da dieſer Coſinus gleich 5 
3 l d ö e ih 
ferner nach dem Obigen N r Mn — R ift, fo wäre hiemit auch 


dieſe Relation geometriſch nachgewieſen. Man kann die Gleichung 15 durch 
Differenziation aus 14. ableiten, indem man wieder x’y’z’ als konſtant be— 
trachtet, und berückſichtigt, daß dx . 4 ＋ dye ＋ dz. 5 = o, 2 —r und 
nach §. 13, 8, da - a — a2, dg = bo be, dy = = co - 
iſt. Die Gleichungen 14 und 15 beziehen ſich auf zwei unendlich nahe Osku— 
lationsaxen; da man bei der Differenziation von 14. x’y’z’ als konſtant anz 
geſehen hat, fo ſtellen die Formeln 13, 14, 15 die Coordinaten x’y’‘z’ von M, 
oder des Durchſchnitts von drei auf einander folgenden Normalebenen, oder 
auch von zwei auf einander folgenden Oskulationsaxen der gegebenen Kurve 
dar. Weil die Formeln 11 gleichfalls die Coordinaten des Mittelpunkts M 
der Krümmungskugel angeben, ſo müſſen ſie identiſch ſein mit den genannten 
Gleichungen, und in der That laſſen ſie ſich aus 13., 14., 15. ableiten durch 


http://rcin.org.pl 


43 


Multiplikation dieſer Ausdrücke zuerſt mit a, 4, a; dann mit b, 8, b und 
endlich mit e, Y, e. Da die Axe der Oskulationsebene der gegebenen Kurve 
zugleich die Tangente der Linie ihrer Krümmungskugelmittelpunkte iſt, ſo haben 
wir die Formeln: 

E 

Durch die Tangente MM’ der letzteren Linie gehen zwei Normalebenen 
der gegebenen Kurve, nämlich M’Mo’n und M Mo'n“, wo n’ die Mitte des 
dritten Elements m“m““ iſt; nun iſt der Winkel zwiſchen dieſen beiden Ebenen 
einerſeits der Oskulationswinkel der Linie MM“ und andererſeits iſt dieſer 
Winkel gleich no‘n‘ oder gleich dem Contingenzwinkel beien, hieraus folgt 

D 

Der Contingenzwinkel einer gewundenen Kurve iſt gleich dem 
Oskulationswinkel in dem entſprechenden Punkt der Linie ihrer 
Krümmungskugelmittel punkte. 

Dieſer Satz läßt ſich auch noch auf anderem Wege beweiſen; zufolge der 
Gleichung 9 des §. 13 iſt das Quadrat des Winkels zwiſchen zwei auf ein⸗ 
ander folgenden Krümmungshalbmeſſern einer Kurve gleich der Summe der 
Quadrate des Contingenz- und des Torſionswinkels; da nun die Krümmungs— 
halbmeſſer in zwei entſprechenden Punkten einer Kurve und der Linie ihrer 
Krümmungskugelmittelpunkte parallel find, fo find auch die Winkel zwischen 
je zwei ſolchen Krümmungshalbmeſſern gleich, oder @? + 2? = 0? + 2%, 

Nach der Gleichung 8 dieſes §. iſt aber 2 = &“ alſo auch K“ = G. 
Es ſeien Me MMM“ auf einander folgende Punkte einer gewundenen Kurve; 
in der Oskulationsebene MMM“ nehmen wir einen beliebigen Punkten an 
und in der zweiten Oskulationsebene MM’M“ den Punkten“ jo, daß das 
Element nn‘ dieſe beiden Ebenen ſenkrecht ſchneidet; man kann ebenſo in der 
dritten Oskulationsebene den Punkten“ annehmen, fo daß n'n“ die zweite 
und dritte dieſer Ebenen rechtwinklig trifft u. ſ. f. Dadurch erhält man eine 
Linie nn'n“.., welche ſämmtliche Oskulationsebenen der gegebenen Kurve 
ſenkrecht ſchneidet, und deren Krümmungskugeln ihre Mittelpunkte in MMM“. 
haben; dieſe Linie iſt vollkommen beſtimmt, ſo bald die Lage eines ihrer 
Bunte z. B. von n angegeben iſt; da aber dieſer Punkt beliebig auf der 

Oskulationsebene MOMM’ gewählt werden kann, ſo gibt es unendlich viele 
Linien, welche die gleiche Eigenſchaft haben, wie nnen“. ., nämlich daß 
M, M/ M“ . . .. die Mittelpunkte ihrer Krümmungskugeln find; alle dieſe Linien 
schneiden die Ostulationsebenen der Kurve MOMM’M’.. ſenkrecht, mithin find 
ihre Tangenten in denjenigen Punkten, wo fie eine dieſer Oskulationsebeuen 
treffen, unter einander parallel. Vorſtehende Betrachtungen führen zu fol— 
genden Sätzen: 

18. Sämmtliche Kurven, welche eine gemeinſame Linie M 
für die Mittelpunkte ihrer Krümmungskugeln haben, bilden ein 
Syſtem von Linien, deren Tangenten in entſprechenden Punkten 
unter einander parallel ſind. Dieſe entſprechenden Punkte lie— 
gen auf der Oskulationsebene von M. Unter den Linien dieſes 
Syſtems hat keine mit der andern einen Punkt gemeinſchaftlich; 
denn wenn zwei ſolche Linien einen Punkt gemein hätten, ſo 
würden ſie ganz zuſammenfallen. 

Die beiden Ebenen MOMM’ und MM’M” haben die Linie MM“ gemein⸗ 
ſchaftlich; füllt man auf dieſelbe die Perpendikel no“ und n“, fo iſt o“ der 
Mittelpunkt eines Krümmungskreiſes der Linie nn'n“. . .; die Mittelpunkte 
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aller Krümmungskreiſe diefer Linie liegen demnach auf den Tangenten der 
Kurve MOMM’M”...., woraus ſich der Satz ergibt: 

19. Die Linien des in 18. genannten Syſtems haben die 
Eigenſchaft, daß die Linien ihrer Krümmungskreis-Mittelpunkte 
auf einer entwickelbaren Fläche liegen, deren Erzeugende die 
Tangenten der Linie ihrer gemeinſamen Krümmungskugel— 
Mittelpunkte ſind. 

Wir betrachten wieder das Kreisviereck noo“ M, welches in der durch 

die Mitte n des Ele— 

Big. 4 b. ments m'm“ der ge— 

gebenen Kurve geleg— 
ten Normalebene ent— 
halten iſt. M ift der 
Mittelpunkt derKrüm⸗ 
mungskugel, o und o“ 
ſind die Mittelpunkte 
von zwei auf einan⸗ 
der folgenden Krüm— 
mungskreiſen. p iſt 
der Durchſchnitt der 
Diagonalen no“ und 
oM. Auf der Ber: 
längerung von o’M 
liegt M.; MM“ = ds’ 
iſt ein Element der 


Linie der Krümmungs— 
* r 
de 5 * 
d (oM) = MM’ — op = ds’ — — ds mithin 


©. de“ — b de f 4 (r PR 
Die en, von ds’ auf den Axen find dx’, dy“, dz“, alſo 
. r „ge 
21. dx’ = 2 ( ds +d(r 4 ) dy — b ds . d (r. gg 9 
9 „de 
de = e( d + d 6 )) 
Die Gleichung en kann in folgender Form geſchrieben werden: 


9 («2 Ba. Ze 


22. r rr 
Die Gleichungen 11 können wir auch ſo darſtellen: 
de 


23. X X/ ＋ 4˙ ＋ e 


0 


nr ER 2 
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„ e + et 

Wir wollen nun annehmen, die Linie MM’M”... fei gegeben, und zwar 
dadurch, daß ihr Krümmungshalbmeſſer 6“ als eine Funktion des Bogens s“ 
derſelben ausgedrückt iſt (ſiehe die Gleichung 8 des §. 12). Durch Subſti— 
tution dieſes Werths von e“ in 22. erhält man eine Differenzialgleichung mit 
zwei Variabeln, nämlich s“, g und den Ableitungen von e nach 8“. Durch 
Integration dieſer Gleichung ergibt ſich e als Funktion von s“ und von zwei 
willkürlichen Konſtanten. Die Gleichungen 23 lehren hierauf x, y, 2 kennen, 
und ſomit iſt die Aufgabe auch analytiſch gelöst, die wir oben auf geome— 
triſchem Wege behandelten: 

24. Eine gewundene Kurve iſt gegeben; es ſollen diejenigen 
Kur ven beſtimmt werden, welche dieſelbe zur Linie ihrer Krüm— 
mungskugel- Mittelpunkte haben. 


Indem wir auf die Linie der Krümmungskreis-Mittelpunkte übergehen, 
möge daran erinnert werden, daß die gleichen Buchſtaben gebraucht werden, 
wie bei der gegebenen Kurve, doch daß dieſe Buchſtaben zur Unterſcheidung 
mit zwei Strichen verſehen werden ſollen; a“, b“, ce“; 4 8", %; a, b“, e“. 
bedeuten alſo der Reihe nach die Coſinus der Winkel, welche die Tangente, 
die Hauptnormale, die Oskulationsaxe mit den Aren machen; “ und 2% 
find die Contingenz- und Oskulationswinkel, “ under“ die Krümmungs- und 
Torſionshalbmeſſer. In dem Dreieck 00’p iſt 00° = ds“ das Element der 
Kurve der Krümmungsmittelpunkte, alſo, weil oo“? — op? + op?, fo iſt 
nach den oben eee 9 — 


82 77 . 
25n % oder u V ie 
r 0 ds’? 
26. aa’ ＋ bb“ + cc“ = o; aa + 8b“ + ye“ = a 
aa“ + bb“ ＋ a” = — n 
=) 


Die erſte der Gleichungen 26 beruht darauf, 8 die Elemente m'm“ 
der gegebenen Kurve und 00° der Kurve der Krümmungsmittelpunkte auf eins 
ander ſenkrecht ſtehen; die linke Seite der zweiten Gleichung gibt den Coſinus 
des Winkels zwiſchen der Hauptnormale der "ae Kurve und der Tangente 
der zweiten an, welcher offenbar — 90 — a iſt; die linke Seite der drit— 
ten Gleichung gibt den Coſinus des Winkels zwiſchen der Oskulationsaxe der 
erſten Kurve und der Tangente der — — 25 an, welcher gleich dem Coſinus 


des Winkels poo“ — * nz U ＋ iſt. 
85 


3 1 F 
27. aa“ ＋ bs“ ＋ ey N 


ee 


r V G0 
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28. aa“ + bb“ + cc” = V. . ( "ds, de 


6 ds“ ds“ 


aa + Bb + ye“ = Vi 595 ge” ds de 


ds“ e ds“ ds“ 


4 77 89 de 9* ds 
een ds“ 0 ds” 93 
Um die geometriſche Auslegung dieſer Formeln zu erhalten, legen wir 
durch den Punkt o drei Linien, op, on, op parallel der Tangente, Haupt: 
normale, und Oskulationsaxe der gegebenen Kurve; dieſe drei Linien ſtehen 
auf einander ſenkrecht, wie auch drei weitere, oo“, on“, op“, welche die Tan— 
gente, Hauptnormale und Oskulationsaxe der Kurve der finn 
punkte angeben. Die Linie 00“ liegt . der Ebene por, und nach dem Obi— 


do VIII 
i = sin poo‘; 2 
gen iſt Je „ = sin poo‘; VI (. 


Die linken Seiten der Gleichungen 27 und 28 ſtellen nun der Reihe 
nach die Coſinus der Winkel “op, *ον , Mop; pop, pon, p/op vor; es 
h ds de 


handelt ſich zunächſt darum, die Bedeutung des Ausdrucks * dr Bi 


71 
55 e“ iſt, fo kann man ſtatt deſſelben auch 


= cos poo'. 


zu 


finden; da 7 E= 


fegen —, sin poo‘. Betrachtet man aber 0’ als den Mittelpunkt einer Kugel, 


welche 112 drei Linien o/, 0/0 “/, o M in dem ſphäriſchen Dreieck 00% ſchnei— 
det, fo iſt hier Seite oo“ , Winkel a = ; “ oder Seite wo’ 
— Winkel poo‘; da nun in einem ſphäriſchen Dreieck die Sinus der Seiten 
ſich verhalten, wie die Sinus der Gegenwinkel, fo iſt sin o: sin ½ = sin wo”: 
1 er [23 1 ‘ 
sin 00° oder sin o = en — AT, Aber o iſt der Winkel 
sin 00° “ 

zwiſchen den Ebenen 90%“ und 0%, und da op ſenkrecht auf der Ebene 
00% ſteht, und on“ ſenkrecht auf oo“ und in der Ebene 000° liegt, jo iſt 
sin o = — cos rp oder 


cos z’/0p = — — — , 


fomit wäre die erfte der Gleichungen 27 bewieſen. 
op ſteht ſenkrecht auf der Ebene 0% und op‘ ſenkrecht auf der Ebene 
000“, alſo iſt 


cos pop = cos o = V. * 1 155 > 
8% 9 


wodurch die erſte der Gleichungen 28 bewieſen ast. 
Ferner haben wir zufolge bekannter Formeln für zwei in einem Punkte 
ſich ſchneidende rechtwinklige Axenſyſteme cos 1% = cos po“. cos p/op 


1 ** d 
u ( V2 1 m 10 
ds 3 


cos z’0p = sin poo“ . cos p/op = 455 95 V — 1 ds? ds 


2 
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cos po — cos poo“, sin pop = WR = =y ee En a 


1 4 — | 7 3 4 * do 00 ds do 

cos p/op = sin poo’ . sin pop = ds (% de 495 
Hiemit ſind die vier übrigen von den Gleichungen 27 und 28 ebenfalls 
bewieſen. 

Der Zuſammenhang zwiſchen den Gleichungen 26, 27, 28 läßt ſich auch 
auf analytiſchem Wege zeigen. Durch Differenziation der Formel aa“ + bb“ 
+ ce“ = o erhält man ada“ + bb“ + edc“ da. a“ db. b“ ＋ de. e“ 0; 
nun iſt 


ds“ f = ds“ 3 er 5 ds“ 5 
I ’ 3 7 
alſo mit Berückſichtigung der zweiten unter den Gleichungen 26 


77 “u 8 2 ds de 
29. aa ＋ bs“ ＋ ey“ = 0 des ds 


Die Differenziation der zweiten Gleichung da“ + Pb’ + ye“ = % 


2 
ergibt ada“ + Bdb” + yde + de. a“ + dg. b“ + dy. c“ = x ; nad) 
$. 13, 8 iſt 
ds Ya 1 ds — — 1 
da= a - a V dsf — de? ; dg b — —b Vs”? — de. — 
“ 0 wer 0 * 


dy - e 7 — c Vs”? —de?. Bin mithin 


W 11 
8 0 8 
et ’ de J“ gib 
Die dritte Gleichung aa“ + bb“ + cc’ = — V1 — 5 ;) gibt 
endlich beim Differenzüiren 


30. “ — BB" + 7 = 0“ 


do d 
ds“ ds? 
ada“ + bab“ + edc“ + da.a’’ + db. b“ + de. c“ = 
} MH Beh 
Mit Berückſichtigung der Formeln 7 des F. 22 
6 2 1 2 WIR nn 
23 m. 0 de? N Ads do? 
der oben angegebenen ge von da“, db“, de“ und der Elan; 
aa“ ＋ 6b“ ＋ 17e“ = 75 x erhalten wir 
Be 


31. 


1 1 de? 
a, .be Ley es Ve mtr) 
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Wenn man 29, 30 und 31 quadrirt und hierauf die Reſultate addirt, 
ſo findet man 


8 a 00 ER d2g * ur ds de 5 2 
32. 9 do ds’? 0 ds“ 102 = Lam 0 ds” ds’ 4 
(m). 


Durch dieſe Gleichung werden die Formeln 29, 30 und 31 identisch mit 27. 
Die Quadrate von a“ a + bb + ce; aa + bb ce; a% + b 
+ 0% zu den Quadraten der erſten, zweiten, dritten unter den Gleichungen 
26 und 27 addirt, geben Werthe, welche gleich der Einheit ſind, woraus 
ſofort die Gleichungen 28 hervorgehen. 
de 1 de A 
Wir fegen der Kürze wegen J + 9 der 
wir durch Multiplikation der letzten Gleichungen in 26, 27 und 28 mit 
[er ee a1 775 5% bel; er 7 ec’ 


= N, jo erhalten 


33, u * = x ch = a“ W“ + 19 den et 0% V a“ 
* ER * do 71 747 7 77 4 [77 
7 5 1 +0'VB" + * e W b 
A, d IT: 7 u 
= en = 455 c“ ＋ “VV + yı- a, 2y?, 0 
Durch Diiirreininlien von 27. erhält man N 5 
34. aa“ + bb“ + ce“ + K 
7 * 12 
4‘ [77 do 
TR ds” 
an““ Ab“! + „ — ww U 
VE 
ds’? 
aa’ + bb“ + ct = — r“ 
Zur Abkürzung wurde geſetzt 
do? 
dV 1 do do’ Ads“ 
U= 7 8 ( 425 + 0 Fr) Ale TEN 
4 ze 155 ds“ 
Durch Vergleichung von 34. und 28 ergibt ſich 
1 de? 2 v2 _ 
34. r 77 Te TEE RO 


(Journal v. Liouville, XVIII., S. 193.) Serret: Sur les courbes à 
double courbure. 

Die Gleichung 35 enthält die analytiſche Auflöſung der Aufgabe: 

Eine gewundene Kurve iſt gegeben; es ſoll diejenige Kurve 
beſtimmt werden, von welcher ſie die Linie der Krümmungskreis⸗ 
mittelpunkte iſt. Bei der gegebenen Kurve müſſen die Hauptkrümmungs⸗ 
halbmeſſer 9. und Torſionshalbmeſſer 1“ als Funktion des Bogens s“ gege⸗ 
ben ſein. Setzt man dieſe Werthe in 34 ein, ſo erhält man eine Gleichung, 
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A. 

welche die Variabelen e, s“ und die erſte und zweite Ableitung von e nad s“ 

enthält. Durch Integration dieſer Differenzialgleichung ergibt ſich ſofort e 

als Funktion von s“. Es mag hier noch erwähnt werden, wie man die Kur— 

ven erhält, bei welchen e eine gegebene Funktion von s iſt. Wir haben oben 
d 


für e den Werth — — gefunden, und durch 


8 
V e 
d 


RT: i dx ? „ x 5 

Einführung der Winkel ds eos u, 45 sin &. sin i, g = sin &. cos i 

\ 3 N ds —— — 2 ds? 8 

erhielten wir die Gleichung o — — Vda?— sın!a di? oder 97 = da? 
) 

+ sin?« di?; wenn nun 9s) eine vorläufig unbeſtimmte Funktion des Bogens 


5 8 h . 0s 
s tft, fo kann man ſetzen d —= sin y(s) 5 „sin a di — cos y(s) 555 durch 


Spezialiſirung der Funktion 9s) erhält man alle diejenigen Kurven, welche 
der Bedingung genügen s = Ko). Durch Integration erhält man die Win— 
i Un tdz, * 
ds ds ds in s aus⸗ 
gedrückt; eine weitere Integration führt auf die Werthe von x, y, 2, eben— 
falls durch s gegeben. Die Elimination von Ss aus dieſen drei Gleichungen 
führt ſofort auf zwei Gleichungen, welche diejenigen der Kurve ſind. Ein 
ganz ähnliches Verfahren läßt ſich bei den Kurven in Anwendung bringen, 
wo der Torſionshalbmeſſerer eine gegebene Funktion des Bogens ſein ſoll. 
(Monge, application de analyse à la géométrie, öme ed. IIme note de 
M. Liouville, page 549.) 


kel & und i und ſofort auch die Werthe von 


§. 15. Die Linien auf den Flächen. 


Auf einer Fläche iſt eine Linie gegeben, von welcher mmm“ drei auf: 
einander folgende Punkte find. Die Formeln 11 des $. 12 geben uns nach— 
ſtehende Werthe für die Coſinus der Winkel, welche die Tangente (mm'), 
die Hauptnormale (Halbirungslinie des Winkels mmm“) und die Axe der 
er (Senkrechte der Ebene mm'm“) mit den Coordinatenaxen 
bilden: 


a: BURN EEE 
1 a ds 2 ds’ ds 
dx dy dz 
a. Base 
er [0] 3 FR 0 7 0 
URN dy dz — dy dz 5 dz dex — diz dx. dx dy dy 
2 e ee 


% it der Sinus des Contingenzwinkels mmm“ und gegeben durch die 
Gleichungen 5 und 6 des $. 12. Wenn wir die Differenziation von 2. aus: 
führen, ſo erhalten wir 

4.0 dsd’x dx dis asd — dyd’s As d — dz des 
b, TEE . ds? g , ds? 
Böllen, Geometrie. 4 
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Die Coſinus der Winkel, welche das Element m'm“ oder die nächſt— 
folgende Tangente mit den Axen bildet, ſind 


2 dx u My Dr en 0 dz 
le = hei Aa race ara ckk er le 7 
oder 

8 d’sy dx d Er des dy d?’y 
Es re Es ne DE er 
ds dx dx 
+ 4 (1 489 ds d 
Aus der Gleichung der Fläche (Xx, y, 2) = 0 erhält man durch Diffe— 
renziation 


6. Xdx + Ydy + dz = 0 
Die Coſinus der Winkel, welche die Flächennormale im Punkt m“ mit 
den Axen macht, ſind: a 
X Y 


1 Ein . 
wo der Kürze halber VX Y?+Z°— K geſetzt wird. 

Die Gleichung 6 bedeutet, daß der Coſinus des Winkels zwiſchen der 
Flächennormale und dem Element mm' gleich Null, oder daß dieſer Winkel 
ein Rechter iſt. Sie iſt mithin die Gleichung der Tangentialebene der Fläche. 
Durch Differenziation von 7. erhält man für die Coſinus der Winkel, welche 
die nächſtfolgende Flächennormale im Punkt m“ mit den Axen macht: 

K?— XdX —YdY — ZdZ dX , K?— XdX —YdY — 2d 14 dY 


Z 


E n 5 K 
K2 — XdX - Idy — Zdz, d. 
= 8 


Durch bloße Anwendung der Coſinusformel finden wir nun ſogleich die 
Differenzialgleichungen von verſchiedenen Linien auf den Flächen. 

Wir bezeichnen den Winkel zwiſchen der Tangentinlebene der Fläche und 
der Oskulationsebene der Kurve mmm“ mit p, fo folgt aus 3. und 7. 
9. cos ꝙ = Ah K (dy d d?ydz)X+(dz d?x—d?zdx)Y-+(dxd?y—d?x 575 

Setzt man hier — const., fo erhält man die Gleichung derjeni— 
gen Linien auf den Flächen, bei welchen der Winkel zwiſchen der 
Os kulationsebene und der Tangentialebene der Fläche konſtant 
iſt; in dem ſpeziellen Fall, wo dieſer Winkel ein Rechter iſt, ergibt ſich 
10. (dy dez — dy dz) X + (dz dex — d?zdx) Y + (dxd?y — dixdy)Z= o 
oder 

11. (1d 22 — Zd?y) dx + (Zd?x — Xdez) dy + (Xd?y — Id) dz = o 
oder auch 
12. (Ydz — dy) d?x + (Zdx — Xdz) dy + (Xdy — Ydx) dz = 0 

Alle diefe drei Gleichungen, welche identisch find, beziehen ſich auf die 
geodätiſchen Linien, deren Oskulationsebenen ſenkrecht auf der 
Fläche ſtehen. Um die geometriſche Bedeutung von 11. und 12. zu finden, 
benützen wir die Formeln 31 des §. 1. Die Coſinus der Winkel, welche die 
Axe der durch die Flächennormale und Hauptnormale beſtimmten Ebene mit 
den Coordinatenaxen macht, ſind 
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I Da — 5 X — Ya 
But a 
g' iſt der Sinus des Winkels zwichen dieſen beiden Normalen, und da 
8 „ 15 die Coſinus der Winkel find, welche das Linienelement mm- 
mit den 1 1 ſo iſt nach der Coſinusformel 
5 rg 2% dx ＋ de = N) dy + AB — Ya) da! 


indem wir „ den Winkel zwifchen der Axe jener durch die Flächennormale 
und Hauptnormale der Kurve beſtimmten Ebene und zwiſchen mm‘ nennen. 
Da die Quadratſumme der drei Coſinus einer Geraden gleich Eins ſein muß, 
jo haben wir zur Beſtimmung von 9 
5A V IH de + AB et 

Wenn man aber im Werthe von cos » mit Hülfe von 4. den Ausdruck 
in der Klammer entwickelt, ſo ergibt ſich mit Rückſicht auf die identiſche Glei— 
chung: (Ydz — Zdy) dx (Zdx — Xdz) dy + (Xdy — Yax) dz o- 

1 1 7 g 5 0 

13. cos 7 = 6K. der 0 y)dx+(Zd?x-Xd’z)dy+(Xd?y-Yd?x) u 

Setzt man hier „ — const., fo hat man die Gleichung folder 
Linien auf den Flächen, bei welchen der Winkel zwiſchen ihrer 
Tangente und der durch die Flächennormale und Hauptnormale 
der Kurve beſtimmten Ebene konſtant iſt. In dem ſpeziellen Fall, 
wo dieſer Winkel gleich Null Grad, alſo cos / = o tft, erhält man die Gleis 
chung 11, deren geometriſche Bedeutung ſomit darin beſteht, daß die Tangente 
der geodätiſchen Linie in der Ebene der Flaͤchennormale und Hauptnormale 
enthalten iſt. Die Gleichung 13 vereinfacht ſich, wenn man annimmt, daß 
die Kurve in gleiche Elemente eingetheilt iſt, alſo ds = const., des = o, 
dann hat man für 9’ den Werth 


N ar Ke dg aa? + A XI)? + (diy — Ya)? 


0 75 Var? + diu + dir, fomit 


1 00 (Yd 2 d dx + (Zd?x — Xd?z) dy + (Ad?y — Id) dz 
ds V (Yd?z — Zd®?y)? + (Za — Xd%7)? + (Ad?y — Ad) 
Die Coſinus der Winkel zwiſchen der Axe der durch die Flächennormale 

und das Element mm‘ der Linie gehenden Ebene und zwiſchen den Coordi— 

natenaxen find nach 31.8. 1 

15 Ydz — Zdy Zdx — Xdz Xdy ax 

1 EA N UD Nr 
Bezeichnen wir den Winkel zwiſchen dieſer Axe und der Hauptnormale 

der Kurve mit ' fo iſt nach der Coſinusformel 

1 
cos y = “% N (Ydz — Zdy) a + (Zdx — Xdz) 8 + (Xdy — Ydx) y \ 
Erſetzen wir hier &, f, y durch ihre Werthe in 4., ſo finden wir mit 
Berückſichtigung der Identität 
(Ydz — Zdy) dx + (Zdx Xdz) dy + (Xdy — Ydx) dz = 0 
A 


cos y — 
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> 2 1 0 . 2 7 * dv dx 277 
16. cos ! = Kc. dss (Id Zdy) d?x + (Zdx—Xdz)d?y (Xdy — Ydx) d Zi 


Setzt man hier / = const., ſo ergibt ſich die Gleichung derje— 
nigen Linien auf den Flächen, wo der Winkel zwiſchen der Haupt— 
normale der Kurve und der durch ihre Tangente und die Flächen— 
normale gehen den Ebene konſtant iſt. Wenn die Konſtante gleich 90“ 
oder cos / —= 0 iſt, fo kommt man auf die Formel 12 zurück, welche beweist, 
daß bei den geodätiſchen Linien die Hauptnormale in der durch die Tangente 
gelegten Normalebene der Fläche liegt. 

Für den Coſinus des Winkels zwiſchen der Axe der durch die Tanz 
gente und die Flächennormale gelegten Ebene und dem folgenden Element 
m'm“ der Kurve erhält man nach der Coſinusformel aus 5. und mit Berück— 
ſichtigung der ſo eben angeführten identiſchen Gleichung 

. U. 0 d?x + (Zdx Xdz) d?y + (Xdy— Ydx) | 

Iſt dieſe Größe gleich Null, fo ergibt ſich wieder die Formel 12, woraus 
hervorgeht, daß bei den geodätifchen Linien zwei auf einander folgende Ele— 
mente und die Flächennormale in einer Ebene liegen. 

Aus 8. und 15. erhalten wir nach der Coſinusformel und mit Rückſicht 
auf die Gleichung 

(Ydz — Zdy) X + (dx — Xdz) Y + (Xdy — Ydx)Z = 0 


TER (Ydz — Zdy) dX + (Zdx — Xdz) dY + (Xdy — Yax) az 


Hier iſt “ der unendlich wenig von einem Rechten abweichende Winkel 
zwiſchen der Axe der Ebene, welche durch das Element mm‘ und die Flächen— 
normale in m' geht, und zwiſchen der nächſtfolgenden Flächennormale, deren 
Fußpunkt m“ iſt. Auch hier könnte man die unendlich kleine Größe cos 6“ 
gleich const. ſetzen, und erhielte dadurch die Differenzialgleichung derjenigen 
Linien auf den Flächen, bei welchen der Winkel 6 konſtant iſt, wie z. B. 
beim Kreis der Contingenzwinkel, und bei der Schraubenlinie Contingenz— 
und Torſionswinkel, welche beide gleichfalls unendlich klein, konſtant ſind. Wenn 
cos , — Null iſt, fo hat man ſtatt 17. 
18. (Ydz— Zdy) dX + (Zdx - Xdz) dY + (Xdy— Yax) dZ = 0 


17. cos 0 = 


oder 
19. (YdZ 2d 0 dx + (Zdx - XdZ) dy + (Xdy — Yax) dz = o 
oder auch 
2 20. (dYdz—dZdy)X + (dz dx d& dz) Y + (dx dy- dYdx)Z = o 
Die beiden letzten Gleichungen folgen direkt aus 18., wie man ſich ſehr 
leicht überzeugen kann. 18 iſt die Differenzialgleichung der Krüme 
mungslinien, wo c — 90 Grad iſt, und mithin die durch eine 
Tangente der Linie und die Normale der Fläche gelegte Ebene 
auch die nächſtfolgende Normale enthält, wo alfo je zwei auf 
einander folgende Flächennormalen ſich ſchneiden. 
Um die geometriſche Bedeutung von 19. und 20. zu finden, benützen 
wir wieder die Formeln 31 des F. 1. Bezeichnen wir die drei in Gleichung 8 
dargeſtellten Coſinus mit 4 8%, „ jo find 
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88 
die Coſinus der Winkel, welche die Axe derjenigen Ebene mit den Coordina— 
tenaxen bildet, die den beiden unendlich nahen Flächennormalen in m“ und 
m“ parallel iſt. w tft der Winkel zwiſchen dieſen Normalen, und 


W = sin W T VG - 23)? + C= Y +. (X a 


Nach der Coſinusformel erhält man für den unendlich wenig von 90“ 
abweichenden Winkel zwiſchen der genannten Axe und dem Element m'm“ 
880 a 0-150 dx + (Za. X/) dy + (NG. 1a 45 
Wenn man den Ausdruck in der Klammer entwickelt, und in Betracht 
zieht, daß die Coefficienten von X, V, Z in der Gleichung 8 verſchwinden, 
ſo erhält man 


5 5 (YdZ— ZaY) dx + (ZUX— xd) dy + (XdY —YaX) dz 
Wenn man hier W — const. ſetzt, To folgt hieraus die Gleichung der 

Linie, wo der Winkel zwiſchen der Tangente und einer mit zwei unendlich 
nahen Flächennormalen parallelen Ebene konſtant iſt. Iſt dieſer Winkel gleich 
Null, alſo auch cos W, ſo ergibt ſich die Formel 20, welche ebenfalls zeigt, 
daß zwei ſolche Flächennormalen und die Tangente der Krümmungslinie in 
einer Ebene liegen. 

dy“ dzg!, dza’ —dxy’ dx g- dy a“ 

ds. sin w“ ds. sin w“ ds. Sin W“ 
ſind die Coſinus der Winkel, welche die Axe derjenigen Ebene mit den Coor— 
dinatenaxen bildet, die mit dem Element mm' und der folgenden Flächen— 
normale in m“ parallel iſt. sin w tft unendlich wenig von 1 verſchieden 
und kann alſo weggelaſſen werden. Der Winkel zwiſchen dieſer Axe und der 
ersten Flächennormale in m‘ ſei W“, fo tft 


cosW’ = ii (dy! dzgꝰ) X + (dza’-—- dxy) Y + (dxß’ - dya‘) A 


Mittelſt der Gleichung 8 kann man hieraus ableiten, mit Berückſichtigung 
der identiſchen Gleichung 
(dyZ — dzY)X + (dzx — dxZ)Y + (dxY — dyX)Z = o 


2% co cava dzdY)X + (dzdX--dxdZ)Y + (dxdY—dydX) 70 


2. cos W 


Wenn hier W“ — const. geſetzt wird, fo hat man die Gleichung der 
Linien, wo der unendlich kleine Winkel konſtant iſt, welche die Flächennormale 
mit der Ebene bildet, die parallel der Tangente und der unmittelbar folgen— 
den Normale iſt. Iſt dieſer Winkel gleich Null. jo iſt cos W“ = o, und es 
ergibt ſich die Formel 20 für die Krümmungslinien. 

Die Gleichungen 12 und 18 für geodätiſche und Krümmungslinien geben 
mit einander multiplicirt folgende merkwürdige Relation: 
23. {(Ydz — Zdy) dex + (Zdx Xdz) dy + (Xdy — Yax) dz] 
(1dz — Zdy) dX + (Zdx — Xdz) dY + (Xdy — Yax) dz; 
dXd X +dYd?y+ Add Xdx＋ Ydy d  dxd?x dy dy dd 
dx dx dYdy+ dZdz rr eee ere 
Der Beweis dieſer Gleichung beruht auf der Formel 42 des §. 1. Wir 
ſetzen nämlich 
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J = (Ydz — Zdy)d?x + (Zdx — Xdz) dy + (Xdy - YdY dz = 
J‘ = (Ydz — Zdy) dX + (Zdx — Xdz) dY + (Xdy — dy dz 
ſomit ift nach den in 42. §. 1 gebrauchten Buchſtaben: 
r e d; „ = n= Ty = y. I 
„ / bei —=dy,c=e = de 
Die Gleichung der Tangentialebene iſt Xdx + Ydy + Zdz = o, woraus 
durch Differenziation entſteht Xd?x + Yd?y + Zd?z = — (dXdx + dYdy 
+ dZdz); mit Rückſicht auf dieſe Werthe haben wir ferner x 
L = aa’ + bb’ + ce = dXd’x dT diy + dz dz 
M= aa’ + gb“ + ye“ = XdX + YaY + 7dZ 
= aa’ + bb“ + ce’ = dXdx + dYdy + dz dz 
L“ = aa“ + bg! + cy — (dx dx + dYdy + dZdz) 
u. aa, + BB + N. = XI + Ye +2 
N’ = aa’ + 68’ + cy! = Xdx + Ydy + Zdz = o 


I 
8 


I 


I.“ = aa“ ＋ bb“ ＋ cc“ hi d’xdx + d’ydy + d’zdz 
M“ = aa’ + 8b! + ye = Xdx + Ydy + Ziz = O 
N” = aa“ + bb“ + ec“ = dx? + dy? + dz?; ſomit ift 


L MN“ - MN“) + M(N’L”’— NCL!) + N LM’ — LM) = J- 
= LM’N“ — MN’L’ - NL“M' 
= (dXd?x + dYd?y +d2d?z) (X? + Y? + 2% (dx? + dy? + dz) 
+ (XdX + YdY + ZdZ) (dx? + dy? + dz?)(dXdx + dYdy + dz) 
— (dx dx + dYdy + dZdz) (dxdx-+d?ydy + d?zdz) (X? + Y?+2% 
Dividirt man hier mit (dXdx + dYdy + dZdz) (X? + Y? + 2°) (dx? 
+ dy? + dz?), jo erhält man, da J. J“ s iſt, die Gleichung 
24 dXd?x+dYd?y+dZd?z Xdx+Ydy+zdz dxd?x+dyd?y+dedz 
dx dx dYdy + dZdz X?+Y?+ 27 dx? +dy?+d? 
(Joachimsthal: de curvis curvaturae et lineis brevissimis in superficiebus 
secundi gradus, Crelle’s Journal XXVI., 155.) 


Ehe wir dieſe Relation näher betrachten, mögen noch einige weitere 
Formeln für geodätiſche Linien angegeben werden: Im Eingang des $. 12 
haben wir gefunden, daß, wenn man zwei auf einander folgende Elemente 
mim“ und m'm“ einer Linie nach t und 1“ verlängert, mit = m“: — |, die 

44 A a I f 
Projektionen von tt“ auf den Axen gleich d 2 d 2, d 4 ſind. Nun iſt 
bei geodätiſchen Linien ti“ parallel der Flächennormale in m“, mithix find 
dieſe Größen proportional den Coſinus der Winkel, welche die Normale mit 
den Axen bildet; wir haben ſomit die Gleichungen für geodätiſche Linien 


n — n f . t 
engem (8:1, 2) 
dx dy dz 


de, d e d %% X TI 7 ($. 11) 


je nachdem die Gleichung der Fläche die Form 2 = f(x, Y) oder f(x , 2) 
— o hat. Ferner iſt 


r 
3 x as 1 ds . 
oo 
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ds 


und da lu“ = 23 (F. 12, 7), To gelten auch nachſtehende Formeln für geo— 


dätiſche Linien: 5 8 
8 dx 3 N. 5 an 
26. 0 ds e = X. ds, d ds e =I. ds, d ds e . ds 

(Gauss: disquisitiones generales circa superficies curvas.) 

e ift der Krümmungshalbmeſſer der Linie, welcher in die Richtung der 
Flächennormale fällt, und der alſo zugleich Krümmungshalbmeſſer eines Nor— 
malſchnitts der Fläche iſt. 

Die Euler'ſche Gleichung über die Krümmungshalbmeſſer der Normal— 
ſchnitte (§. 6) 

8 1 
ee} er, 25 —__ sin? 
aM: 5 R eos + 7 sin ia 
kann ebenfalls als Gleichung der geodätiſchen Linien auf den Flächen ange— 
ſehen werden. 

Der Krümmungshalbmeſſer e dieſer Linien iſt hier durch drei Variabeln, 
R, R“ und a gegeben. R und R“ find die Halbmeſſer der größten und kleinſten 
Krümmung der Fläche, und a iſt der Winkel, welchen die Tangente der geo— 
dätiſchen Linie mit der Tangente einer Krümmungslinie macht. Man erſieht 
aus 27., daß bei gleichartig gekrümmten Flächen, wo R und R’ poſitiv find, 
der Krümmungshalbmeſſer e der geodätiſchen Linien immer zwiſchen R und R 
eingeſchloſſen tft, und alſo nie gleich unendlich werden kann. Bei ungleich: 


artig gekrümmten Flächen dagegen wird . Null, oder es liegen drei 


auf einander folgende Punkte der geodätiſchen Linie in einer Geraden, wenn 
dieſelbe eine Kruͤmmungslinie unter dem Winkel 


en . 


ſchneidet. Bei entwickelbaren Flächen endlich iſt R' gleich unendlich, alſo 
nimmt hier die Gleichung der geodätiſchen Linien folgende einfache Form an: 
29. 1 Sina 
ara en 
Die Gleichung aller Linien auf den Flächen, ohne Unter— 
ſchied, iſt die nachſtehende: 
K. „ er re 1, ein a 
„F 
Hier iſt der Krümmungshalbmeſſer 6“ der Linie durch vier Variabeln 
ausgedrückt: R und k“ find die Hauptkrümmungshalbmeſſer der Fläche, a iſt 
der Winkel, den die Tangente der Linie mit derjenigen Krümmungslinie bildet, 
welcher R entſpricht, und 9 iſt, wie oben (Gleichung 9) der Winkel zwiſchen 
der Oskulationsebene der Linie und der Tangentialebene der Fläche. Der 
Beweis beruht ganz einfach auf der Vergleichung der Formeln 27 und 30, 
welche zu dem Theorem von Meunier (F. 8) 
1 


— din 

0 2 

führt. Die Gleichung 30 wird in jedem einzelnen Fall dadurch aufgelöst, 
daß zur Spezialiſirung der Kurve eine der fünf Variabeln 6, , R, R“, a 
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als Funktion der andern gegeben iſt; nehmen wir z. B. an, es ſei p als 
Funktion von 9“ gegeben, fo tft 

g ’ cosa sin da 

2 IR a * 
die Differenzialgleichung aller derjenigen Linien auf den Flä— 
chen, bei welchen der Winkel zwiſchen der Oskulationsebene 
und der Tangentialebene eine gegebene Funktion des Krüm— 
mungshalbmeſſers iſt. In dem ſpezielleren Fall, wo 9 = const. iſt, 
hat man 

1 cos ?a 
8% e 9 
32: const. ( f + 


‘ 


sin ?a 
H. 
als Gleichung der Linien, wo der Winkel zwiſchen Oskulations— 
ebene und Tangentialebene konſtant iſt. Wird die Konſtante gleich 1 
angenommen, ſo iſt dieſer Winkel gleich 90 Grad, und man erhält die Glei— 
chung 27 für geodätifche Linien. 
Auf die Gleichung 30 finden ähnliche Schlüſſe Anwendung wie auf 27. 


Bei gleichartig gekrümmten Flächen kann 5 nicht Null werden, alſo können 


4‘ 


hier nie drei unendlich nahe Punkte einer Linie in einer Geraden liegen. 
Bei ungleichartig gekrümmten Flächen aber iſt dieß der Fall, fo oft die Glei— 


chung befriedigt iſt 
tga = . V 


Alle Linien endlich auf entwickelbaren Flächen entſprechen der Relation: 
33 „sin ꝙ . R 
en 
Wir kehren nun zu der Gleichung 24 
1.4. dXd?x+dYd?y+dZd?z Xdx dy Zdz  dxd?x+dyd?y+dzd?z 8 
7 dXdx+dYdy +dZdz X ＋ 2 +2? dx ＋ dy dz? 8 
zurück. J = o iſt die Gleichung der geodätiſchen und J“ — o diejenige der 
Krümmungslinien. Wir wollen annehmen 
ee eee 

ſei ein Integral dieſer Gleichung; p, p“... find gewiſſe Parameter, z. B. 
Durchmeſſer der Fläche, welche mit den Tangenten oder den konjugirten Tan— 
genten der Linie, auf welche die Formel 34 Bezug hat, parallel ſind; Krüm— 
mungshalbmeſſer von — durch die genannten Tangenten beſtimmten — Nor— 
malſchnitten der Fläche, Perpendikel, die vom Mittelpunkt auf dieſe Tangenten 
oder auf die Tangentialebenen gefällt ſind, Poldiſtanzen der Elemente oder 
der fonjugirten Elemente der Linien §. 7. C ift eine Konſtante; da die 
Gleichung 34 ſowohl auf die Krümmungslinien als auch auf die geodätiſchen 
Linien Anwendung findet, ſo wird in ſehr vielen Fällen, namentlich in allen 
ſolchen, wo keine andern Parameter, als die angeführten, vorkommen, die 
Konſtante C für alle geodätifhen Linien, welche eine Krüm⸗ 
mungslinie der Fläche berühren, denſelben Werth haben. Wir 
können unter dieſer beſtimmten Vorausſetzung verſchiedene Gattungen von 
Flächen unterſcheiden. g 

a. Flächen, wo jeder Krümmungslinie ein beſonderer, von den andern 
verſchiedener, Werth von C zukommt. Hier kann eine geodätiſche Linie nur 
eine Krümmungslinie berühren, alle andern, mit welchen ſie zuſammentrifft, 
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5 
wird ſie ſchneiden. Hat eine ſolche Fläche einen Nabelpunkt, ſo muß dieſer 
als eine Krümmungslinie angeſehen werden, welcher ebenfalls ein eigenthüm— 
licher, von den andern verſchiedener, Werth von C entſpricht; mithin werden 
alle durch einen Nabelpunkt gehenden geodätiſchen Linien die übrigen Krüm— 
mungslinien ſchneiden und keine derſelben berühren. In den Punkten, wo 
zwei, eine Krümmungslinie berührende, geodätiſche Linien eine andere Krüm— 
mungslinie ſchneiden, findet die Gleichung ſtatt 


i F (p, p“. . .) = F (po, po“. . .) 
welche die Beziehung 5 155 zwiſchen den, dieſen Punkten entſprechenden 
Parametern p, p“... .. „ b, Do“ .... beider Linien. Hieher gehören die 


Kegelflächen und die meiſten entwickelbaren Flächen. Wenn man eine Kegel— 
fläche in einer Ebene ausbreitet, ſo verwandeln ſich die Krümmungslinien in 
concentriſche Kreiſe, die geodätiſchen Linien in Gerade. Da nun eine Gerade 
von mehreren concentriſchen Kreiſen nur einen berühren kann, während ſie 
alle übrigen ſchneidet, ſo wird auch eine geodätiſche Linie auf der Kegelfläche 
eine Krümmungslinie berühren und alle andern ſchneiden. Breitet man eine 
entwickelbare Fläche in einer Ebene aus, dann verwandeln ſich die Krümmungs— 
linien in parallele Kurven, welche die Tangenten der Verwandelten der Rück— 
kehrkante rechtwinklig ſchneiden. Letztere iſt die gemeinſchaftliche Evolute aller 
parallelen Kurven. Im Allgemeinen wird eine Gerade nicht zwei ſolcher 
Kurven zugleich tangiren können, alſo wird auch in den meiſten Fällen eine 
geodätiſche Linie nur eine Krümmungslinie berühren und die übrigen ſchneiden. 

b. Flächen, bei welchen je zwei Krümmungslinien zugleich ein von den 
andern verſchiedener Werth von C zukommt. Ein Paar ſolcher Krümmungs— 
linien theilt die Fläche in drei Zonen, die mittlere, welche von ihnen einge— 
ſchloſſen iſt, wollen wir Z nennen. Die geodätiſchen Linien, welche die erſte 
Krümmungslinie berühren, werden nach der Berührung 2 durchkreuzen, bis 
ſie an der andern Grenze der Zone angekommen ſind; nachdem ſie dieſelbe 
berührt haben, gehen ſie zurück, durchſchneiden die Krümmungslinien von Z 
zum zweitenmal, berühren wieder die erſte Grenze u. ſ. f.; ſie werden alſo 
auf 2 unendlich viele Windungen innerhalb der zwei begrenzenden Krümmungs— 
linien bilden. Nabelpunkte können auf ſolchen Flächen nur paarweiſe vor— 
handen ſein. Alle geodätiſchen Linien, die von einem Nabelpunkt ausgehen, 
konvergiren wieder in dem entſprechenden, für welchen C denſelben Werth 
hat. Beiſpiele von ſolchen Flächen ſind das Ellipſoid, die Hyperboloide, die 
Kugel, ſehr viele Rotationsflächen, welche durch eine Aequatorialebene in zwei 
ſymmetriſche Hälften getheilt werden, ſowie manche Flächen, die überhaupt 
eine Symmetralebene zulaſſen. 

Bei ſolchen Flächen endlich, wo ein und derſelbe Werth von C drei oder 
mehreren Krümmungslinien entſpricht, En ſich nichts Näheres über den Ver— 
lauf der geodätiſchen Linien angeben, da hier der Fall möglich iſt, daß eine 
ſolche Linie drei oder mehrere Krümmungslinien berührt. 

Gegeben iſt eine Fläche (&) und eine Krümmungslinie K auf ihr. Die 
Tangenten aller geodätiſchen Linien, welche K berühren, bilden eine Reihe 
von entwickelbaren Flächen B. . . ., wovon jede ſenkrecht auf (4) ſteht, in fo 
fern nämlich, als die Tangentialebenen einer ſolchen Fläche, welche zugleich 
die Oskulationsebenen der geodätiſchen Linien find, (4) ſenkrecht ſchneiden. 
Jede entwickelbare Fläche B hat die Eigenſchaft, daß ihre Erzeugenden Tanz 
genten von (% find, und daß eine Ebene, welche durch eine ſolche Erzeugende 
jo gelegt iſt, daß fie B berührt, ſenkrecht auf (=) ſteht, und umgekehrt, berührt 
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dieſe Ebene (%, To ſteht fie ſenkrecht auf B. Die ſcheinbaren Umriſſe von 
(a) und irgend einer der Flächen B, von welchem Punkt des Rauns ſie auch 
geſehen werden mögen, ſtehen ſomit auf einander ſenkrecht. Alle dieſe ent— 
wickelbaren Flächen B umhüllen eine weitere Fläche (8), welche durch die auf— 
einanderfolgenden Durchſchnitte 6 von je zwei unendlich nahen Flächen B ge 
bildet wird. Dieſe neue Fläche (8) ſchneidet alſo (=) ebenfalls orthogonal, 
und zwar in der Krümmungslinie K. Da ſie von jeder Fläche B längs einer 
Linie 6 berührt wird, fo kommt den Flächen (4) und (8) auch die Eigen— 
ſchaft zu, daß ihre ſcheinbaren Umriſſe von irgend einem Punkt des Raums 
aus geſehen, auf einander ſenkrecht ſtehen. Die Tangenten aller geodätiſchen 
Linien auf (4), welche K berühren, tangiren auch (6) längs einer Linie B. 
Dieſe Tangenten ſind alſo den Flächen (a) und (8) gemeinſchaftlich. Wenn man 
durch zwei unendlich nahe Punkte von 6 Tangentialebenen an (8) legt, ſo 
find dieſe zugleich Oskulationsebenen einer geodätiſchen Linie auf (), ihr 
Durchſchnitt 5 t alſo eine Tangente dieſer Linie, andererſeits iſt dieſer Durch— 
ſchnitt eine konjugirte Tangente von 6, woraus hervorgeht, daß die konjugirten 
Tangenten einer Linie 6 auf (68) zugleich die Tangenten einer geodätiſchen 
Linie auf (c) find, 

Wir wollen nun auf zwei unendlich nahen, die Krümmungslinie K be: 
rührenden, geodätiſchen Linien auf (=) zwei Punkte m und m' fo annehmen, 
daß das Element mm' eine konjugirte Tangente der durch m gehenden geo— 
dätiſchen Linie ſei. Die Tangente der letzteren Linie iſt demnach der Durch— 
ſchnitt zweier Ebenen, welche (à) in m und m‘ berühren; fie it ferner nach 
dem Vorhergehenden eine gemeinſchaftliche Tangente der Flächen (4) und (8); 
da nun die genannten Berührungsebenen zugleich Normalebenen von (8) ſind, 
und ihr Durchſchnitt eine Tangente dieſer Fläche iſt, ſo ſind ſie die Osku⸗ 
lationsebenen einer geodätiſchen Linie von (8); dieſelben Schlüſſe laſſen ſich 
auf zwei folgende Punkte, m’ und m“, deren Verbindungslinie eine konjugirte 
Tangente der durch m“ gehenden geodätiſchen Linie von (g) iſt, ausdehnen. 
Die Punkte mmm“ . . .., welche das Syſtem der — die Krümmungslinie 
K berührenden — geodätiſchen Linien auf (=) fo durchkreuzen, daß die Ele— 
mente mm‘, mem.“ .... konjugirte Tangenten dieſer Linien find, bilden eine 
konjugirte Linie (§. 10) und fie wird im folgenden konjugirte geodä— 
tiſche Linie genannt werden. Wir können nun das Vorhergehende in dieſem 
Satze zuſammen faſſen: 

Gegeben iſt eine Fläche () und eine Krümmungslinie K der: 
ſelben. Man ziehe alle geodätiſchen Linien, welche K berühren; 
ihre Tangenten bilden entwickelbare Flächen, welche eine vei— 
tere Fläche (8) berühren, die (% in K orthog one! ſchneidet. Dieſe 
Tangenten ſind alfo den Flächen (&) und (8) gemeinſchaftlich. 
Eine durch ſie gehende Ebene, welche die eine dieſer Flächen be— 
rührt, ſchneidet die andere ſenkrecht. 

Die ſcheinbaren Umriſſe von ( und (8) find, von irgend 

einem Punkt des Raums aus geſehen, zu einander rechtwinklig. 
Alle Tangenten einer — K berührenden — geodätiſchen Linie 
auf (a) bilden mit ihren auf einander folgenden Berührungs— 
punkten auf (5) eine konjugirte geodätiſche Linie, und umgekehrt, 
alle Tangenten einer geodätiſchen Linie auf (8) bilden mit ihren 
Berührungspunkten auf () eine fonjugirte geodätiſche Linie. 

Es folgt aus der Eigenſchaft der konjugirten Tangenten unmittelbar, 
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daß die konjugirten geodätiſchen Linien auf («) und (8), wenn ſie bis zur 
Krümmungslinie K verlängert werden, dieſelbe rechtwinklig ſchneiden. Von 
jedem Punkt von (4) oder (8) aus laſſen ſich jedenfalls zwei geodätiſche Linien 
ziehen, die K berühren, mithin gehen auch von dieſem Punkt aus zwei konju— 
girte geodätiſche Linien, die auf K ſenkrecht ſtehen. Die Gleichung ſämmtlichen 
konjugirten geodätiſchen Linien, die auf K ſenkrecht ſtehen, iſt 
35% KF (pe pe „ IC 

alſo dieſelbe, wie diejenige der geodätiſchen Linien, welche K berühren; nur 
mit dem Unterſchied, daß die Parameter p, p“. eine andere Bedeutung haben. 
Beziehen ſie ſich nämlich in der Gleichung 34 auf die Tangenten der Linien, 
fo beziehen fie ſich in 35. auf die konjugirten Tangenten der Linien und ums 
gekehrt. Iſt z. B. p ein Diameter der Fläche, welcher in 34. mit der Tanz 
gente der geodätiſchen Linie parallel iſt, ſo iſt in 35. angenommen, daß er 
mit der konjugirten Tangente der konjugirten geodätiſchen Linie parallel iſt. 

Alle Schlüſſe, welche auf 34. Anwendung finden, können auch auf 35. 
ausgedehnt werden. Auf den Flächen, wo jeder Krümmungslinie ein beſon— 
derer von den andern verſchiedener Werth von C entſpricht, werden die kon— 
jugirten geodätiſchen Linien, welche auf einer Krümmungslinie ſenkrecht ſtehen, 
die andern Krümmungslinien ſchief kreuzen oder berühren. Allen konjugirten 
geodätiſchen Linien, welche eine Krümmungslinie rechtwinklig ſchneiden, ent— 
ſpricht der nämliche Werth der Konftante C in 35. Bei Flächen, wo den 
Krümmungslinien paarweiſe gleiche Werthe von C zukommen, durchkreuzen 
die konjugirten geodätiſchen Linien eine von zwei ſolchen Krümmungslinien 
eingeſchloſſene Zone, ungefähr wie es in Fig. 5 dargeſtellt iſt. 


Fig. 5. 


K und K“ ſind die zwei begrenzenden Krümmungslinien, die geodätiſchen 
Linien find punktirt, und die konjugirten geodätiſchen Linien find ganz aus— 
gezogen. Wenn ſich zwei ſolche Linien ſchneiden, fo hat die Konſtante C für 
beide, wie auch für die Krümmungslinie, gleichen Werth, wodurch ſich aus 
den Gleichungen 34 und 35 für die Parameter p, p“. . eine Relation er— 
geben wird. g 

Wir wollen nun annehmen, die gemeinſchaftliche Tangente der Flächen (4) 
und (8) bewege ſich ſo, daß ſie nach und nach mit allen denjenigen Punkten 
dieſer Flächen in Berührung kommt, mit welchen ſie überhaupt in Berührung 
kommen kann. Dann wird ein beſtimmter Punkt L derſelben eine neue Fläche, 
(), beſchreiben, von welcher die bewegliche Tangente eine Normale iſt. Be— 
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rührt letztere ſtets eine geodätiſche Linie von (c), und alſo zugleich eine fon: 
jugirte geodätiſche Linie von PB), jo beſchreibt L eine Krümmungslinie des 
einen Syſtems von (J); die auf einander folgenden Durchſchnittspunkte der 
Normalen liegen auf der geodätiſchen Linie von (m); bewegt ſich aber die 
gemein ſchaftliche Tangente von 040 und (8) und Normale von (A) fo, daß fie 
(5) in einer geodätiſchen, und alſo (4) in einer konjugirten geodätiſchen Linie 
tangirt, fo beſchreibt L eine Krümmungslinie des andern Syſtems von (7), 
die auf einander folgenden Durchſchnittspunkte der Normalen liegen auf der 
geodätiſchen Linie von (8). () und (8) find ſomit die Flächen der 
Krümmungsmittelpunkte von (J). Kommt endlich die gemeinſchaftliche 
Tangente während ihrer Bewegung mit der Durchſchnittslinie K von (4) und 
(8) in Berührung, fo fallen die beiden Krümmungsmittelpunkte von (A) zu— 
ſammen; die Hauptkrümmungshalbmeſſer letzterer Fläche ſind einander gleich, 
d. h. L iſt in einem Punkte ſphäriſcher Krümmung von (A). So lange alſo 
die Normale von (A) die Linie K berührt, beſchreibt L eine Linie ſphäriſcher 
Krümmung auf dieſer Fläche. Von einem Punkt L dieſer Linie kann man 
nach drei Richtungen fortſchreiten, ſo daß ſich die auf einander folgenden 
Normalen von (A) ſchneiden; wenn der Fußpunkt L der Normale ſich auf 
einer Krümmungslinie von (0) bewegt, ſo liegen die auf einander folgenden 
Durchſchnitte der Normale auf einer K berührenden geodätiſchen Linie von 
(d) oder (8). Bewegt ſich aber L auf einer Linie ſphäriſcher Krümmungen 
von (J), ſo ſchneiden ſich die Normalen auf der gemeinſamen Krümmungslinie 
K der Flächen () und (8). Da alle geodätiſchen Linien auf () oder (8), 
deren Tangenten dieſen Flächen gemeinſchaftlich und alſo zugleich Normalen 
von (A) find, K berühren, fo folgt daraus, daß die Linie ſphäriſcher Krüm— 
mungen alle Krümmungslinien beider Syſteme durchkreuzt. 

Wir haben nun hinſichtlich der Flächen (=) und (8) ähnliche Unterſchiede 
zu machen, wie oben. 

a. Die Konſtante C hat für jede Krümmungslinie von (=) einen andern, 
von den übrigen verſchiedenen Werth. Die geodätiſchen Linien, welche eine 
Krümmungslinie berühren, ſchneiden alle andern Krümmungslinien. Die von 
(4a) abgeleitete Fläche (8) muß. nach dem Obigen dieſelbe Eigenſchaft haben; 
(a) und (8) haben nur eine Durchſchnittslinie, und die Fläche (J), deren 
Krümmungsmittelpunkte auf () und (8) liegen, hat nur eine Linie ſphä— 
riſch er Krümmungen. Monge hat die Flächen unterſucht, deren Normalen 
einen Kegel oder eine entwickelbare Fläche umhüllen. Da allen Kegelflächen 
und den meiſten entwickelbaren Flächen die hier angegebene Eigenſchaft zu— 
kommt, fo folgt, daß die ihnen entſprechende Fläche (A) nur eine Linie ſphä— 
riſcher Krümmungen hat, welche bei den Kegelflächen die Evolvente einer 
ſphäriſchen Kurve iſt. 

b. Die Konſtante C hat für je zwei Krümmungslinien von (4) dene 
ſelben Werth. Da alle geodätiſchen Linien innerhalb einer von zwei ſolchen 
Krümmungslinien eingeſchloſſenen Zone letztere berühren, ſo ſchneidet die ab— 
geleitete Fläche (8) (=) zweimal; die Fläche (A), deren Krümmungsmittelpunfte 
auf (a) und (8) liegen, hat zwei Linien ſphäriſcher Krümmung. 

Wenn die Konftante C für mehr als zwei Krümmungslinien von (4) 
denſelben Werth hat, fo wird (4) von der abgeleiteten Fläche drei oder meh— 
reremal geſchnitten, die Fläche (3) kann alſo eben fo viele Linien ſphäriſcher 
Krümmungen haben. Ueber die Punkte ſphäriſcher Krümmung, auch Nabel— 
punkte genannt (ombilie nach Monge), welche durch die Eigenſchaft charak— 
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teriſirt find, daß bei ihnen die Hauptkrümmungshalbmeſſer R und R“ gleich 
find, wurden ſchon verſchiedene Anſichten aufgeſtellt. 

Monge gibt an, daß die Normale eines Nabelpunkts von allen unend— 
lich nahen Normalen der Fläche geſchnitten wird. Nach Dupin findet ein 
ſolches Schneiden nur nach drei Richtungen ſtatt. Poiſſon (Journal de 
l’ecole polytechnique, cahier 21. page 205) nimmt an, daß zwei unendlich 
nahe Normalen, deren Fußpunkte auf einer Krümmungslinie liegen, ſich 
nicht ſchneiden, ſondern daß deren kürzeſte Entfernung ein unendlich Kleines 
der erſten Ordnung iſt. Von einem Nabelpunkt aus kann man nach allen 
Richtungen auf der Fläche fortſchreiten, ſo daß die kürzeſte Entfernung der 
Normale des Nabelpunkts und der nächſtfolgenden ein unendlich Kleines der 
erſten Ordnung iſt; aber es gibt drei verſchiedene Richtungen, wo dieſe Ent— 
fernung ein unendlich Kleines der zweiten Ordnung wird. 

Ohne uns ganz an die Anſicht Poiſſon's anzuſchließen, welche auch 
mit $. 5 im Widerſpruch iſt, glauben wir im Vorhergehenden gezeigt zu 
haben, daß, wenn eine Fläche (A) eine Linie von Punkten ſphä— 
riſcher Krümmung enthält, die beiden Flächen ihrer Krümmungs— 
Mittelpunkte ( und (8) ſich in einer Krümmungslinie ſchnei— 
den, und daß man alsdann von jedem Nabelpunkte auf (A) aus 
nach drei Richtungen fortſchreiten kann, in welchen ſich die 
unendlich nahen Normalen ſchneiden. Zwei dieſer Richtungen 
berühren die Krümmungslinien von (A), die entſprechenden 
Normalen tangiren zwei geodätiſche Linien auf (4) und (6); die 
dritte Richtung iſt diejenige der Punkte ſphäriſcher Krümmung 
auf (), deren Normalen die Schnittlinie von (4) und (8) be— 
rühren. 

Durch einen Punkt ſphäriſcher Krümmung auf einer Fläche gehen alſo 
im Allgemeinen drei Linien, welche die Fußpunkte ſolcher Flächennormalen 
ſind, die eine entwickelbare Fläche bilden, deren Rückkehrkante die Durchſchnitte 
der Normalen enthält. Der Winkel, welchen die Linie ſphäriſcher Krümmung 
mit einer Krümmungslinie bildet, iſt derſelbe, welchen die Oskulationsebene 
der Krümmungslinie K mit der Oskulationsebene der berührenden geodätiſchen 
Linien macht. Es kann der Fall eintreten, daß dieſer Winkel ein Rechter iſt, 
oder daß dieſe Oskulationsebene auf der einen von den Flächen (&) und (8) 
ſenkrecht ſteht, während fie die andere berührt. Nehmen wir z. B. an, (44) 
ſei die Umhüllungsfläche einer Kugel von konſtantem Halbmeſſer, die auf einer 
Ebene rollt, und K ſei die Berührungslinie dieſer Fläche mit der Ebene. 
Da dieſe Fläche eben iſt, ſo fallen ihre Oskulationsebenen alle in eine zu— 
ſammen, welche (%) berührt, und auf (8) ſenkrecht ſteht. 

Die Punkte ſphäriſcher Krümmung können aber auch iſolirt auf Flächen vor— 
kommen, und dann kommt ihnen ſpeziell die Benennung „Nabelpunkte“ zu. 
Wir wollen annehmen, eine beliebige Fläche (&) habe einen oder mehrere 
vereinzelte Nabelpunkte. Man ziehe alle geodätiſchen Linien, welche durch 
einen ſolchen Nabelpunkt N gehen; die entwickelbaren Flächen, welche die 
Tangenten dieſer Linien bilden, hüllen eine Fläche (8) ein, die in N eine 
Spitze hat. Man kann nun ganz wie im Vorigen die Fläche (A) konſtruiren, 
deren Normalen die gemeinſchaftlichen Tangenten von (a) und (6) find. Alle 
Tangenten von (=), welche durch N gehen, ſchneiden (A) in einer Linie ſphä⸗ 
riſcher Krümmung. Da dieſe Tangenten in einer Ebene liegen, ſo iſt die 
Linie ſphäriſcher Krümmung ebenfalls eben. Sämmtliche Berührungsebenen 
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von (A), welche durch die Punkte dieſer Linie gehen, umhüllen alſo einen 
Cylinder. Unter Umſtänden kann (8) auch eine Kurve ſein, bei dem Ellip— 
ſoid z. B. iſt ſie die Fokalhyperbel. 


§. 16. Die Linien auf den Flächen. Fortſetzung. 


Gegeben find zwei entwickelbare Flächen S und 87, welche ſich ſo ſchnei— 
den, daß in jedem Punkt der Schnittlinie ſowohl die Erzeugenden, als auch 
die Tangentialebenen auf einander ſenkrecht ſtehen. Es ſei mm‘ ein Element 
dieſer Linie; mo und mo find zwei Erzeugende von 8, mo’ und mo“ zwei 
Erzeugende von 8“. Da die Winkel omo“ und om“ Rechte ſind, ſo liegen 
die 4 Punkte omm’o’ auf einer Kugel, deren Durchmeſſer 00° iſt; und da 
die Tangentialebenen omm'“ und o’mm‘ auf einander ſenkrecht ſtehen, fo find 
die Winkel mm’o und mm“ Rechte, d. h. mm‘ iſt ein Element der Krüm— 
mungslinie: 

Zwei entwidelbare Flächen, deren Erzeugende und Tan— 
gentialebenen in jedem Punkt der Durchſchnittslinie auf ein⸗ 
ander ſenkrecht ſtehen, ſchneiden ſich in einer Krümmungsliujfe, 

Wir wollen nun annehmen, daß zwar die Winkel omo“ und om’o’ 
Rechte ſind, daß aber die Tangentialebenen nicht auf einander ſenkrecht ſtehen; 
dann find offenbar die Winkel omm' und o mm ſchief, d. h. mm‘ iſt nicht 
ein Element der Krümmungalinie. Oder umgekehrt, ſtehen blos die Tan— 
gentialebenen omm“ und o’mm‘ auf einander ſenkrecht, ſind dagegen die 
Winkel der Erzeugenden omo“ und om’o’ ſchief, ſo iſt mm“ ebenfalls keine 
Krümmungslinie, weil die Winkel omm’ und omm' gleichfalls ſchief find: 

Zwei entwickelbare Flächen, bei welchen blos die Erzeugen⸗ 
den oder blos die Tangentialebenen in jedem Punkt der Schnitt— 
linie auf einander ſenkrecht ſtehen, ſchneiden ſich nicht in einer 
Krümmungslinie. 

Es kann aber in einem ſpeziellen Fall die Durchſchnitts— 
linie von zwei entwickelbaren Flächen, deren Tangentialebenen 
orthogonal ſind, eine Krümmungslinie auf der einen Fläche 
und zugleich eine geodätiſche Linie auf der andern ſein. Es ſeien 
mmm“ drei auf einander folgende Punkte einer geodätiſchen Linie auf 8; 
wir verlängern mm“ nach t und m'm“ nach 1“, fo iſt die Ebene tm’t/ ſenk⸗ 
recht auf der durch m'm“ gehenden Tangentialebene von 8, weil die Osku— 
lationsebenen der geodätiſchen Linie ſenkrecht auf der Fläche find. Dehnt man 
dieſes Verfahren auf alle Elemente der Linie mm’m‘. , aus, ſo erhält man 
eine entwickelbare Fläche 87, deren Tangentialebenen in jedem Punkt der 
Schnittlinie ſenkrecht auf 8 ſtehen; die Linie mmm“ iſt die Rückkehrkante 
und alſo eine Krümmungslinie von 8“. (Die Rückkehrkanten find Krümmungs— 
linien auf den entwickelbaren Flächen, weil fie alle Krümmungslinien des einen 
Syſtems ſenkrecht ſchneiden.) 

Auf 8 ſollen zwei geodätifche Linien gezogen fein, welche ſich in M recht: 
winklig ſchneiden. mmm“ find drei unendlich nahe Punkte auf der erſten 
Linie und die Erzeugenden von 8, welche durch dieſe Punkte gehen, ſchneiden 
die zweite Linie in n; die Tangenten mm‘ und %“ treffen ſich in M“, 
und die Tangenten m’m’ und uu, in M“. Um dieß zu beweiſen, ziehen 
wir in M die Tangentialebene von 8, und durch M in dieſer Ebene zwei 
rechtwinklige Gerade. Beim Rollen der Ebene auf der entwickelbaren Fläche 8 
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werden dieſe Geraden die geodätiſchen Linien n Geht die Ebene 
von der Lage mem M in die folgende, unendlich nahe Lage mm Mααν 
über, ſo beſchreiben alle Punkte unendlich kleine Bögen, ſenkrecht zur Ebene. 
MM“ iſt ein ſolcher Bogen, welcher demnach ſenkrecht iſt auf den Geraden 
M‘mm‘ und %“, alſo iſt MM“ ein Element einer Krümmungslinie der 
beiden orthogonalen Flächen 8“ und 8“, welche durch die Tangenten der geo— 
dätiſchen Linien mmm“ und %,“ auf 8 gebildet werden, und da die Winkel 
mM) und m N,“ rechte find, fo ſtehen die Flächen 8“ und 8“ auf einander 
ſenkrecht. Wir 55 alſo drei orthogonale Flächen, 8, 8“ und 8“. Im 
Durchſchnitt von S mit 8“ und 8“ ſtehen blos die Tangentialebenen, aber 
nicht die Erzeugenden der betreffenden Flächen auf einander ſenkrecht; dieſe 
Durchſchnittslinien find ſomit geodätiſche Linien auf S und Krümmungslinien 
(nämlich die Rückkehrkanten) von 8“ und 8“. 8“ und 8“ find aber in dem 
Sinn orthogonal, daß in jedem Punkt ihrer Durchſchnittslinie nicht blos die 
Erzeugenden beider Flächen, ſondern auch die Tangentialebenen rechtwinklig 
ſind; dieſe Flächen ſchneiden ſich ſomit in einer Krümmungslinie. Das Theo— 
rem von Ch. Dupin heißt: 

1. Drei ſich rechtwinklig ſchneidende Flächen ſchneiden ſich 
in ihren Krümmungslinien. Um daſſelbe zu beweiſen, nehmen wir die 
Gleichung 18 des §. 4 zu Hülfe: 


755 = sin 2a (+ = =) ds 
mm“ feten die beiden Endpunkte des Elements ds; a tft der Winkel 
zwiſchen mi“ und der durch m gehenden Krümmungslinie; die Normale der 
Fläche in m“ bildet mit der durch mm“ und die Normale von m gelegten 
Ebene den Winkel y. Dreht ſich mm“ nach mm“, fo daß Winkel mmm“ 
— 90° ift, fo haben wir 


A enn 290 +9 (K 15 ds V 


Wir wollen nun annehmen, im Punkt m ſchneiden ſich drei Flächen 
orthogonal, mm‘, mm“, mm“ ſeien die Elemente der Durchſchnittslinien. 
Durch jeden der drei Punkte m‘, m“, m’ gehen zwei Flächennormalen; die— 
jenigen von m“ machen mit den Axen mm‘, mm“, mm‘ Winkel, deren Coſi— 
nus gleich 4, 5, 7 und 48 y’ find; die Coſinus der Winkel, welche die 17 
male, deren Fußpunkt m“ iſt, mit den Axen bildet, find a, b, e und a’, b/, 
endlich find a, b, e; a“, b“, e“ die Coſinus der Winkel, welche die Arne 
in m““ mit den Axen macht. Nun * 

aa! + BB’ + 0 
Die Winkel, deren Coſinus = « he 4, find unendlich wenig von 90“ 
verſchieden, alſo ft mit Vernachläſſigung einer unendlich kleinen Größe zwei⸗ 

ter Ordnung 88“ „, = o; ferner find die Coſinus 8 und 7 gleichfalls 
unendlich klein, alſo haben wir 9° +y = 0; ebenſo findet man a’ + e =; 
a+b=o. Nach der Gleichung 1 aber haben wir 8“ = a“; e b;; 
y az; aus dieſen ſechs Gleichungen ergibt ih 7a b“ e Bor 
Die Normalen in m-, m“, m-“ liegen alſo in Ebenen, welche durch dieſe 
drei Punkte und die correſponpit e Normale von m gehen, mithin ſchneiden 
fie dieſelbe, ſonach find mm‘, mm“, mm“ Krümmungslinien. Dieſer Beweis 
iſt von Bertrand (Journal de M. Liouville, tome IX, 133), außerdem haben 
noch verſchiedene Mathematiker Beweiſe deſſ. elben Satzes gegeben: Du pin 
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(developpements de géométrie), Lamé und Finck (Journal de M. Liouville), 
Oſſian Bonnet (Journal de Técole polytechnique, cahier 32. page 1). 
Bei allen Sätzen über die allgemeine Theorie der Flächen, welche auf der 
Differenziation der Gleichung k (x, y, 2) = 0 beruhen, iſt die Vorausſetzung 
Ar. ss 
zu berückſichtigen, daß keiner der Differenzialquotienten r A: 
exceptionellen Werth annimmt, Null, unendlich u. ſ. f., wie dieß bei beſon⸗ 
deren Punkten oder Linien auf den Flächen der Fall iſt. Wenn bei dem 
Theorem von Euler 


einen 


1 cos?a sin da 
0 R * R 

R“ = 0 ift, fo erhält man c = o und mithin auch R=o. Nun gibt es 
aber Punkte auf Flächen, wo R’ = o iſt, und R einen endlichen Werth hat, 
und wo alſo dieſe Gleichung nicht mehr anwendbar iſt. Man denke ſich z. B. 
zwei ebene Kurven, die ſich in einem Punkt M fo ſchneiden, daß ihre Ebenen 
orthogonal ſind. Der Krümmungshalbmeſſer der einen Kurve ſei R, und 
derjenige der andern — o; eine dritte Kurve, welche über die beiden erſten 
hingleitet, erzeugt eine Fläche, deren Hauptkrümmungshalbmeſſer gleich R 
und o ſind, und für welche alſo das Theorem von Euler nicht mehr anwend— 
bar iſt. In irgend einem Punkt der Rückkehrkante einer entwickelbaren Fläche 
iſt der eine Hauptkrümmungshalbmeſſer R — unendlich, deſſen Ebene durch 
eine Erzeugende der Fläche oder Tangente der Rückkehrkante geht. Der an— 
dere Hauptkrümmungshalbmeſſer R“, deſſen Ebene ſenkrecht auf dieſer Tangente 
ſteht, iſt = o. Mithin iſt hier ebenfalls das Theorem von Euler nicht mehr 
gültig, welches verlangt, daß wenn R“ — o iſt, zugleich e und ſofort auch 

— 0 fein fol. Der Grund von dieſer ſcheinbaren Anomalie liegt darin, 
daß in derartigen Punkten einzelne der genannten Differenzialquotienten ver— 
ſchwinden, und dann in der Ableitung der Gleichung f(x, y, 2) = 0 blos die 
höheren Differenzialquotienten übrig bleiben, welche bei dem Beweis der Sätze 
von Euler, Bertrand, Dupin nicht berückſichtigt wurden. Bei den folgenden 
Entwicklungen ſind ſolche Ausnahmsfälle ausgeſchloſſen, und ſie haben darum 
auch nur unter dieſer Vorausſetzung Geltung. 


2. Wenn ſich zwei Flächen überall unter konſtantem Winkel 
ſchneiden, und die Schnittlinie iſt eine Krümmungslinie der 
einen Fläche, ſo iſt ſie auch eine Krümmungslinie der andern. 


A, B, C ſind drei auf einander folgende Punkte der Schnittlinie; die 
durch die Elemente AB und BC gehenden Tangentialebenen der erſten Fläche, 
auf welcher ABC eine Krümmungslinie iſt, ſchneiden ſich in BD; die Winkel 
DBA und DBC find mithin Rechte. Zwei Tangentialebenen der zweiten Fläche, 
welche durch AB und BC gehen, bilden mit den Ebenen DBA und DBC gleiche 
Winkel; ihr Durchſchnitt BE muß demnach ebenfalls mit den Elementen AB 
und BC gleiche Winkel bilden, oder auf dieſen beiden Linien ſenkrecht ſtehen. 
AB und BE find ſomit ſich rechtwinklig ſchneidende konjugirte Tangenten der 
zweiten Fläche und AB iſt ein Element einer Krümmungslinie auf letzterer 
Fläche; ebenſo wird bewieſen, daß alle Elemente der Schnittkurve einer 
Krümmungslinie der zweiten Fläche angehören. 

2. Wenn der Durchſchnitt zweier Flächen eine Krümmungs— 
linie auf beiden iſt, ſo ſchneiden ſich die Flächen überall unter 
konſtantem Winkel. 
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Es find A, B, C drei auf einander folgende Punkte des Durchſchnitts. 
Die durch AB und BC gelegten Tangentialebenen der erſten Fläche ſchneiden 
ſich in BD und die durch dieſelben Elemente gehenden Tangentialebenen der 
zweiten Fläche ſchneiden ſich in BE. Da ABC eine Krümmungslinie auf 
beiden Flächen zugleich iſt, fo find die Durchſchnittslinien BD ſowohl als 
auch BE ſenkrecht auf AB oder BC, Der Winkel der Tangentialebenen ABC 
und ABE muß ſomit gleich dem Winkel der Tangentialebenen CBD und CBE 
ſein. Ebenſo wird bewieſen, daß dieſer Winkel konſtant iſt, für die durch 
alle folgenden Elemente der Durchſchnittslinie beider Flächen gelegten Tan— 
gentialebenen derſelben. Jede Linie auf einer Ebene iſt eine Krümmungslinie 
derſelben; unſer Satz führt alſo ſogleich auf folgendes Theorem (von Joa— 
chi msthal): 

Wenn eine Krüm mungslinie einer Fläche eben iſt, fo ſchnei⸗ 
det die Ebene derſelben die Fläche überall unter konſtantem 
Winkel. 

Jede Linie auf einer Kugel iſt eine Krümmungslinie derſelben, weil ſich 
alle Normalen einer Kugel ſchneiden, im Mittelpunkt. Ein zweiter ſpezieller 
Fall des Satzes iſt mithin der nachſtehende (von Serret): 

Wenn eine Krümmungslinie einer Fläche ſphäriſch tft, fo 
ſchneidet die Kugel, auf welcher ſie liegt, die Fläche überall 
unter konſtantem Winkel. 

Aus unſerem zweiten Satz läßt ſich ebenſo mit leichter Mühe ableiten: 

Wenn eine Ebene oder eine Kugel eine Fläche überall unter 
konſtantem Winkel ſchneiden, ſo iſt die Durchſchnittskurve eine 
Krümmungslinie auf der Fläche. 

Iſt eine Krümmungslinie einer Fläche kreisförmig, dann 
bilden die Normalen der Fläche, deren Fuß punkte auf der 
Krümmungslinie liegen, einen Drehungskegel. Denn durch einen 
Kreis laſſen ſich unendlich viele Kugeln legen; jede ſchneidet die Fläche unter 
einem konſtanten Winkel; unter dieſen Kugeln befindet ſich immer eine ſolche, 
wo dieſer Winkel gleich Null iſt, oder welche die Fläche berührt. Der Mittel— 
punkt dieſer Kugel iſt die Spitze des genannten Drehungskegels. Die Fläche 
läßt ſich auch von einem Drehungskegel längs der kreisförmigen Krümmungs— 
linie berühren. 


Zwei ſich ſchneidende Linien haben im Durchſchnitt einen Punkt ge⸗ 
meinſchaftlich; bei zwei Linien, welche eine Berührung erſter Ordnung haben, 
ſind zwei auf einander folgende Punkte oder ein Linienelement, bei einer 
Berührung zweiter Ordnung ſind zwei auf einander folgende Linienelemente 
oder drei Punkte gemein. Wenn ſich zwei Flächen in einem Punkt ſo tan— 
giren, daß ſie eine Berührung zweiter Ordnung haben, ſo wird jede durch 
den Punkt gelegte Ebene beide Flächen in zwei Kurven ſchneiden, die zwei 
Linienelemente gemeinſchaftlich haben. Alle dieſe gemeinſchaftlichen Linien— 
elemente bilden einen unendlich kleinen ſehr ſtumpfen Kegel, deſſen Spitze der 
Berührungspunkt iſt, und deſſen Mantel ſowohl der einen als auch der andern 
Fläche angehört. C ſei die Spitze des Kegels und CA, CB find zwei Erzeu— 
gende deſſelben, deren Ebene die Normale der Fläche enthält. Die durch 
CA und CB gelegten Tangentialebenen der Fläche ſchneiden ſich in der Gera: 
den Cb. Die Tangenten CA und CD ſind alſo für beide Flächen konjugirt; 
hierauf beruht der wichtige Satz von Dupin: 


Böklen, Geometrie. 5 
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4. Bei zwei Flächen, die fih in einem Punkt in zweiter 
Ordnung berühren, ſind die konjugirten Tangenten gemein⸗ 
ſchaftlich. In jedem Punkt einer Fläche läßt ſich dieſelbe nach 
dem Theorem von Euler von einer Fläche zweiten Grades in 
zweiter Ordnung tangiren; konjugirte Tangenten in einem 
Punkt einer Fläche befolgen ſomit daſſelbe Geſetz, wie bei einer 
Fläche zweiten Grades. Siehe F. 6. 

Dieſes Geſetz iſt aber bei den centrifchen Flächen zweiten Grades ſehr 
einfach, denn je zwei konjugirte Tangenten der Fläche ſind zwei konjugirten 
Durchmeſſern des der Tangentialebene parallelen Diametralſchnitts parallel; 
und da ſich die Axen dieſes Diametralſchnitts verhalten wie die Quadratwur⸗ 
zeln der beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer im Berührungspunkt, ſo geht 
daraus weiter hervor: 

5. Conſtruirt man für einen beliebigen Punkt einer Fläche in 
der Tangentialebene einen Kegelſchnitt, deſſen Axen mit den 
Tangenten der Krümmungslinien zuſammenfallen, und den 
Quadrat wurzeln der beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer pro⸗ 
portional ſind, ſo ſind irgend zwei fonjugirte Durchmeſſer 
des Kegelſchnitts zugleich konjugirte Tangenten der Fläche; 
dieſe Durchmeſſer find den Quadratwurzeln der Krümmungs— 
halbmeſſer von den durch ſie gehenden Normalſchnitten der 
Fläche proportional. 

Wenn zwei Flächen in einem Punkt eine Berührung erſter Ordnung 
haben, ſo kann zwiſchen ihren konjugirten Tangenten keine beſtimmte Bezie⸗ 
hung ftatt finden, weil ſich jede Fläche um die gemeinſchaftliche Normale bes 
liebig drehen läßt. Anders verhält es ſich aber, wenn ſich zwei Flächen längs 
einer gemeinſchaftlichen Linie berühren. Dann ſind die Tangentialebenen in 
zwei auf einander folgenden Punkten der Berührungslinien beiden Flächen 
gemein, alſo iſt ihr Durchſchnitt der Tangente der Berührungslinie für beide 
Flächen konjugirt. 

6. Haben zwei Flächen eine gemeinſchaftliche Berührungs⸗ 
linie, ſo entſpricht einer Tangente der letzteren für beide 
Flächen dieſelbe konjugirte Tangente. Die Erzeugenden eines 
Kegels, eines Cylinders, überhaupt einer entwickelbaren Fläche, 
welche eine Fläche in einer Kurve berühren, ſind den Tangen⸗ 
ten dieſer Kurve konjugirt. Dieſe Erzeugenden fallen bei ungleichartig 
gekrümmten Flächen mit der Tangente der Berührungskurve zuſammen, wenn 

‘ 
fie mit einer Krümmungslinie den Winkel a bilden, fo daß iga = + R. 
(Hachette, im Journal v. Crelle, Bd. 1, S. 371.) 

Wenn zwei ſich berührende Flächen zwei konjugirte Tangenten gemein 
haben, ſo können drei Fälle ſtatt finden; entweder ſind die jeder Tangente 
entſprechenden Krümmungshalbmeſſer der Normalſchnitte für beide Flächen 
gleich, dann ſind auch die Tangentialebenen in zwei auf einander folgenden 
Punkten in der Richtung der Tangenten die nämlichen; die Flächen berühren 
ſich in der zweiten Ordnung und haben mithin im Berührungspunkt alle Paare 
von konjugirten Tangenten gemeinſchaftlich. Oder ſind blos die einer Tan⸗ 
gente entſprechenden Krümmungshalbmeſſer der Normalſchnitte für beide Flächen 
gleich, dann fallen nur die beiden Tangentialebenen in zwei auf einander 
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folgenden Punkten der Richtung diefer Tangente zuſammen; dieß findet ſtatt, 
wenn beide Flächen eine gemeinſchaftliche Berührungslinie haben. Endlich iſt 
keiner der genannten Krümmungshalbmeſſer für beide Flächen der gleiche; in 
dieſem Fall iſt die Berührung eine gewöhnliche von der erſten Ordnung. 

Haben zwei Flächen eine gemeinſchaftliche Berührungslinie, ſo iſt dieß 
ein beſonderer Fall des zweiten Satzes, wo der konſtante Winkel, unter dem 
ſich die Flächen ſchneiden, gleich Null iſt. Hieraus geht alſo hervor: 

Wenn ſich zwei Flächen in einer Kurve, berühren, welche 
eine Krümmungslinie auf der erſten Fläche iſt, fo ift fie auch 
eine Krümmungslinie auf der zweiten. 

Jede Linie auf einer Ebene oder auf einer Kugel iſt eine Krümmungs— 
Linie: 

Wenn eine Fläche von einer Ebene längs einer Linie be— 
rührt wird, ſo iſt die Berührungskurve eine Krümmungslinie 
der Fläche. Eine entwickelbare Fläche läßt ſich von einer Ebene längs einer 
Erzeugenden berühren, alſo iſt die letztere eine Krümmungslinie. Die Erzeu— 
genden eines Kegels, eines Cylinders ſind Krümmungslinien. Eine Kugel 
(oder eine beliebige Fläche) rollt auf einer Ebene; die auf einander folgenden 
Berührungspunkte bilden eine Kurve, welche auf derjenigen Fläche liegt, die 
die Kugel in ihren einzelnen Lagen umhüllt; dieſe Kurve iſt die Berührungs— 
linie zwiſchen der Ebene und der Umhüllungsfläche, alſo iſt ſie eine Krüm— 
mungslinie der letzteren. Die auf der Ebene rollende Kugel kann einen kon— 
ſtanten oder einen veränderlichen Halbmeſſer haben. Zwei auf einander fol— 
gende Kugeln ſchneiden ſich bei dieſer Bewegung in einem Kreis, welcher auf 
der Umhüllungsfläche liegt, und da er zugleich die Berührungskurve zwiſchen 
der beweglichen Kugel und dieſer Fläche iſt, ſo folgt daraus, daß die Kreis— 
ſchnitte der Umhüllungsfläche Krümmungslinien derſelben ſind; und da dieſe 
Kreiſe zugleich Krümmungslinien der Ebenen, auf welchen ſie liegen, ſind, ſo 
haben wir zufolge des dritten Satzes folgenden: 


Bei jeder Um hüllungsfläche einer beweglichen Kugel von 
fonftantem oder veränderlichem Halbmeſſer find die Kreisſchnitte 
Krümmungslinien; die Ebene jedes ſolchen Kreiſes trifft 
die Fläche überall unter demſelben Winkel. 

Es ſeien A, B, C drei auf einander folgende Punkte der Durchſchnitts— 
linie zweier Flächen. Die durch AB und BC gehenden Tangentialebenen der 
erſten Fläche ſchneiden ſich in BD, und die durch dieſelben Elemente gelegten 
Tangentialebenen der zweiten Fläche ſchneiden ſich in BE. Wir wollen nun 
annehmen, die Linie ABC oder die Oskulationsebene der Durchſchnittskurve 
halbire den Winkel der Ebenen ABD und ABE, wie auch den Winkel der 
Ebenen CBD und CBE; dann müſſen offenbar auch die Winkel ABD und ABE 
oder CBD und CBE einander gleich fein. Hierauf beruht der Satz: 

7. Zwei Flächen ſchneiden ſich fo, daß die Oskulations— 
ebene der Durchſchnittslinie in jedem Punkt den Winkel der 
Tangentialebenen der Flächen halbirt, dann find auch die Win: 
kel gleich, welche jede Tangente dieſer Linie mit den hinſicht— 
lich beider Flächen ihr konjugirten Tangenten bildet. 

Hat dieſe Durchſchnittslinie die Eigenſchaft, daß ſie mit allen ihren kon— 
jugirten Tangenten der erſten Fläche einen konſtanten Winkel bildet, ſo hat 
ſie dieſe Eigenſchaft auch bei der zweiten Fläche. Iſt dieſer konſtante Winkel 
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gleich einem Rechten, fo ift er es auch bei der letzteren Fläche; wir können 
alſo als ſpeziellen Fall unſeres Satzes folgenden angeben: 

8. Die Durchſchnittslinie zweier Flächen iſt eine Krüm— 
mungslinie auf der einen von ihnen; und zugleich hat ſie die 
Eigenſchaft, daß ihre Os kulations ebenen in jedem Punkt den 
Winkel der beiden Tangentialebenen der Flächen halbiren, dann 
iſt dieſe Durchſchnittslinie eine Krümmungslinie auch auf der 
andern Fläche. 

Eine Fläche wird durch eine Reihe von parallelen Ebenen geſchnitten. 
Man ziehe auf der Fläche eine den Schnittkurven konjugirte Linie, d. h. eine 
Linie, deren Tangenten die konjugirten Tangenten der Schnittkurven ſind; 
find z. B. A, B, C, D vier auf einander folgende Punkte dieſer Transverſal— 
linie und BB’, CC“ die Tangenten der durch B und C gehenden parallelen 
Schnittkurven, fo find AB und BB“, BC und CC konjugirte Tangenten der 
Fläche; ebenſo find auch CD und DD’ konjugirte Tangenten u. ſ. f. Nun 
find BB‘, CC’, DD’ einerfeits die Durchſchnitte von auf einander folgenden 
Ebenen, je zwei dieſer Durchſchnitte ſchneiden ſich alſo, oder ſie bilden eine 
entwickelbare Fläche. Andererſeits liegen ſie in parallelen Ebenen, mithin 
ſind ihre Durchſchnittspunkte unendlich fern und die von ihnen gebildete ent— 
wickelbare Fläche iſt ein Cylinder. 

9. Wenn eine beliebige Fläche durch eine Reihe von pa- 
rallelen Ebenen geſchnitten wird, ſo ſind die Tangenten der 
Schnittkurven in denjenigen Punkten, wo fie von einer kon— 
jugirten Transverſallinie (trajectoire nach Monge) getroffen wer— 
den, einander parallel, und bilden alſo einen Cylinder. 

Wir wollen annehmen, daß die Transverſallinien der parallelen Schnitt— 
kurven die Eigenſchaft haben, daß der Winkel, den ihre Tangenten mit den 
konjugirten Tangenten der Fläche bilden, konſtant iſt, ſo ſchneiden dieſe Trans— 
verſallinien alle Erzeugenden des Cylinders, auf welchem ſie liegen, unter 
einem konſtanten Winkel, mithin ſind ſie Schraubenlinien, welche ſich bei der 
Abwicklung des Cylinders auf eine Ebene in Gerade verwandeln. Hierauf 
beruht dieſer Satz: 

Eine Fläche enthält ein Syſtem von parallelen Schnitt- 
kurven und die konjugirten Transverſallinien derſelben gehö— 
ren zu derjenigen Klaſſe von Linien auf Flächen, bei welchen 
der Winkel zwiſchen ihren Tangenten und den konjugirten Tan⸗ 
genten der Fläche für alle Punkte einer Linie konſtant iſt, dann 
find dieſe Fonjugirten Transverſalen Schraubenlinien. 

Wenn der konſtante Winkel ein Rechter iſt, fo find die parallelen Schnitt: 
kurven ſowohl, als auch die konjugirten Transverſalen Krümmungslinien; dieß 
führt zu folgendem Theorem von Joachimsthal (Journal von Crelle): 

Eine Fläche beſitzt ein Syſtem von parallelen Krümmungs— 
linien; jede Krümmungslinie des andern Syſtems liegt auf 
einem Berührungseylinder der Fläche, deſſen Erzeugende fie 
ſenkrecht ſchneidet, mithin liegt fie ſelbſt in einer Ebene, welche 
auf dieſen Erzeugenden ſenkrecht ſteht. Die Ebenen aller Krümmungs— 
linien des zweiten Syſtems ſtehen alſo auf parallelen Ebenen der Krümmungs— 
linien des erſten Syſtems ſenkrecht, ſomit haben ſie entweder eine gemeinſame 
Durchſchnittslinie, wie bei den Drehungsflächen, oder bilden ſie die Tangential— 
ebenen eines Cylinders. 
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Eine Fläche wird durch ein Syſtem von Ebenen geſchnitten, welche durch 
eine Gerade M gehen. Man ziehe wieder auf der Fläche eine konjugirte 
Transverſallinie der Schnittkurven; es ſeien A, B, C, D auf einander folgende 
Punkte derſelben, und BB‘, CC, Db“ die konjugirten Tangenten der durch 
die Elemente AB, BC, CD beſtimmten Tangenten der Fläche. BB‘, CC’, DD“ 
liegen nun einerſeits als Durchſchnitte von auf einander folgenden Ebenen, 
ABB’, BCC CDD’ auf einer entwickelbaren Fläche und ſchneiden ſich zu zweien. 
Andererſeits liegen fie auf den durch die Gerade M gehenden Ebenen, mithin 
haben ſie einen gemeinſamen Durchſchnittspunkt auf M und die von ihnen 
gebildete entwickelbare Fläche iſt ein Kegel: 

10. Wenn eine Fläche durch eine Reihe von Ebenen mit ge⸗ 
zelnſcha een Durch ſchnittslinie geſchnitten wird, ſo haben die 
Tangenten der Schnittkurven in denjenigen Punkten, wo ſie von 
einer fonjugirten Transverfale getroffen werden, einen gemein⸗ 
ſchaftlichen Durchſchnittspunkt und bilden einen Kegel. (Siehe 
Satz 6.) 

Die parallelen Schnittkurven können ſo beſchaffen ſein, daß jede mit 
ihrer konjugirten Transverſallinie einen konſtanten Winkel bildet, alsdann 
ſchneiden ſie die Erzeugenden des Kegels, auf welchem ſie liegen, gleichfalls 
unter einem konſtanten Winkel, und man kann den letzten Satz ebenſo modi⸗ 
ficiren, wie den neunten; iſt dieſer konſtante Winkel ein Rechter, fo find die 
parallelen Schnittkurven ſowohl als auch ihre konjugirten Transverſalen Krüm⸗ 
mungslinien; letztere ſchneiden die Erzeugenden des Kegels, auf welchem ſie 
liegen, ſenkrecht, mithin liegen ſie auf einer Kugel, deren Mittelpunkt die 
Spitze dieſes Kegels iſt; wir können ſomit dieſen Satz (von Joachimsthal) 
ausſprechen: 

Wenn die Krümmungslinien des einen Syſtems auf einer 
Fläche in Ebenen enthalten ſind, die eine gemeinſch aftlich e Durch- 
ſchnittslinie haben, ſo bilden ihre Tangenten in denjenigen 
Punkten, wo ſie von einer Krümmungslinie des andern Syſtems 
geſchnitten werden, einen Kegel, deſſen Spitze der Mittelpunkt 
einer Kugel iſt, auf welcher dieſe letztere Krümmungslinie liegt. 
Alle Krümmungslinien des zweiten Syſtems find ſphäriſche. 
Kurven. 

Auf einer Fläche iſt eine beliebige Linie gegeben. Man denke ſich eine 
Tangentialebene, welche ſo über die Fläche hingleitet, daß die auf einander 
folgenden Berührungspunkte auf der Linie liegen. Der Durchſchnitt von 
irgend zwei aufeinander folgenden Tangentialebenen und die Verbindungslinie 
der beiden Berührungspunkte ſind konjugirte Tangenten der Fläche. Dieſe 
Verbindungslinie iſt eine Tangente der gegebenen Linie. Die Durchſchnitte 
von je zwei auf einander folgenden Tangentialebenen bilden zuſammen eine 
entwickelbare Fläche: 

Die fonjugirten Tangenten von irgend einer Linie auf einer 
Fläche bilden eine entwickelbare Fläche. Eine Krümmungslinie 
ſchneidet die Erzeugenden der von ihren konjugirten Tangenten gebildeten ent= 
wickelbaren Fläche ſenkrecht, alſo it fie eine Evolvente ihrer Rückkehrkante. 
Die Krümmungslinien gehören zu derjenigen Klaſſe von Linien, welche durch 
die Eigenſchaft charakteriſirt find, daß fie mit ihren konjugirten Tangenten 
einen konſtanten Winkel bilden. Solche Linien ſchneiden alſo die Erzeugen— 
den der von ihren konjugirten Tangenten gebildeten abwickelbaren Fläche unter 
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einem konſtanten Winkel. Die Osfulationsebenen einer geodätiſchen Linie 
auf einer Fläche ſtehen ſenkrecht auf der letzteren; mithin ſtehen ſie auch ſenk— 
recht auf der entwickelbaren Fläche, welche die konjugirten Tangenten der 
geodätiſchen Linie bilden; und hieraus folgt weiter, daß ſie ſich bei der Ab— 
wicklung dieſer Fläche auf eine Ebene in eine Gerade verwandeln. 

Eine geodätiſche Linie auf einer Fläche iſt auch eine kürzeſte 
oder geodätiſche Linie auf der von ihren konjugirten Tan: 
genten gebildeten entwickelbaren Fläche, und verwandelt ſich 
bei der Abwicklung der letzteren auf eine Ebene in eine Gerade. 

Es ſeien m, m‘, m“, m’ vier auf einander folgende Punkte einer 
Krümmungslinie auf einer Fläche; n iſt die Mitte des Elements mhm“ und 

FE n“ die Mitte des Elements 

Fig. 5. m“ m“. o iſt der Mit: 
telpunkt des durch die drei 
Punkte mm'm“ gehenden 
Krümmungskreiſes undo“ 
der Mittelpunkt des durch 
die Punkte m/m’im‘’ ge⸗ 
henden Krümmungskrei— 
ſes. Die in o auf der 
Oskulationsebenemm'm“ 
und in 0’ auf der Osku— 
lationsebene mmm“ 
errichteten Perpendikel 
ſchneiden ſich in M, alſo 
iſt M der Mittelpunkt der 
durch die Punkte mm‘ 
m“m““ gehenden Krüm— 
mungskugel. Die Gerade 
o Miſt die Polare von n und die Gerade o/M die Polare von n“; man kann 
auch ſagen, daß oM und o N die Polaren der Elemente mm“ und mem“ 
find. Die Ebene noo M ift die Normalebene des Elements m'm“, alſo ent— 
hält ſie nicht blos die Normale der Fläche, ſondern auch die konjugirte Tan⸗ 
gente des Elements mem“ der Krümmungslinie; letztere iſt zugleich die Tanz 
gente der zweiten durch n gehenden auf m'm“ ſenkrechten Krümmungslinie. 
Die Polare oM, oder ihre Verlängerung, werde von der Flächennormale nN 
im Punkt N und von der konjugirten Tangente des Elements m’m’ in T 
geſchnitten. Ferner werde die Polare 0 M, oper ihre Verlängerung, von der 
Flächennormale nN“ in N“ und von der lonjugirten Tangente des Elements 
m“ m““ in J“ geſchnitten. Da nun die beiden Normalebenen der Fläche. 
noo’M und n’o‘M ſich in der Polare 0 M ſchneiden, fo liegt auf dieſem Durch— 
ſchnitt ſowohl der der Normale nN“ entſprechende Krümmungsmittelpunkt der 
Fläche als auch der Durchſchnitt der zwei auf einander folgenden konjugirten 
Tangenten nT und n“; der Krümmungsmittelpunkt iſt alſo N’ und der 
Durchſchnitt von nT und T iſt 7“. Hierin iſt folgender Satz enthalten: 

11. Die Polare eines Elements der Krümmungslinie auf einer 
Fläche enthält den dieſem Element entſprechenden Krümmungs⸗ 
mittelpunkt der Fläche, und den Durchſchnittspunkt von zwei 
auf einander folgenden konjugirten Tangenten der Krümmungs— 
linie. 
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ON“. O0“/T“ = mo'?, weil der Winkel Nn’T’ ein Rechter iſt; n‘o‘ ift der 
Krümmungshalbmeſſer der Krümmungslinie für den Punkten“ oder das Ele: 
ment mm“. D. h.: 

12. Das Produkt des Abſtands des Krümmungsmittelpunkts 
einer Fläche, welcher einem Element ihrer Krümmungslinie ent: 
ſpricht, und des Durchſchnitts von zwei konjugirten Tangenten 
dieſes Elements von der Oskulationsebene iſt gleich dem Quad— 
rat des Krümmungshalbmeſſers der Krümmungslinie. 

Sämmtliche konjugirte Tangenten einer Krümmungslinie bilden eine ent— 
wickelbare Fläche. Die beiden konjugirten Tangenten nTT’ und n“ ſchneiden 
ſich in J“; ebenſo läßt ſich zeigen, daß der Durchſchnitt von nT und der un: 
mittelbar vorhergehenden fonjugirten Tangente des Elements mm“ der Punkt 
T iſt. Alſo iſt TT’ ein Element der Rückkehrkante dieſer entwickelbaren Fläche. 
Dieſes Element liegt aber auch auf der Ebene oMo’, welche durch zwei auf 
einander folgende Polaren oM und oM der Elemente m/m‘‘ und m‘/m’’’ ge: 
bildet iſt. Sämmtliche Polaren irgend einer Kurve doppelter Krümmung, 
alſo auch einer Krümmungslinie, bilden eine entwickelbare Fläche: 

Die Rückkehrkante der von den konjugirten Tangenten einer 
Krümmungslinie gebildeten entwickelbaren Fläche liegt auf der 
entwickelbaren Fläche der Polaren der Krümmungslinie. 

Die Flächennormalen nN und nN“ ſchneiden ſich in N“ auf der Polare 
o M; ebenſo kann man nachweiſen, daß der Durchſchnitt von nN und der 
vorhergehenden Flächennormale, welche dem Element mm’ entſpricht, in N auf 
der Polare oM tft; ſomit iſt NN’ ein Element der Rückkehrkante der von den 
auf einander folgenden Flächennormalen, deren Fußpunkte die Krümmungslinie 
mm’m‘’m‘’ bilden, erzeugten entwickelbaren Fläche. Wir haben ſomit einen 
dem vorigen ganz analogen Satz: 

Die Rückkehrkante der entwickelbaren Fläche, welche diejeni— 
gen Normalen einer Fläche bilden, deren Fußpunkte auf einer 
Krümmungslinie ſind, liegt auf der Fläche der Polaren der 
Krümmungslinie. 

Die Ebene nT‘’n‘ enthält die Gerade un“, welche man als ſenkrecht auf 
der Ebene oMo“ betrachten kann, mithin ſteht die Ebene nen“ ſelbſt ſenkrecht 
auf oMo“; da nun n“ und n’T’ zwei auf einander folgende Tangenten der 
Rückkehrkante auf der entwickelbaren Fläche ſind, welche die konjugirten Tan— 
genten der Krümmungslinie mm’/m’m‘“ bilden, fo iſt die Ebene nT‘n‘ eine 
Oskulationsebene dieſer Rückkehrkante; die Oskulationsebenen letzterer Linie 
ſtehen demnach ſenkrecht auf den Tangentialebenen der Fläche der Polaren, 
woraus folgt: 

13. Die Rückkehrkante der von den konjugirten Tangenten 
einer Krümmungslinie gebildeten entwickelbaren Fläche iſt eine 
geodätiſche Linie auf der Fläche der Polaren. 

Ganz analog läßt ſich der Beweis dieſes Satzes führen: 

Die Rückkehrkante der entwickelbaren Fläche, welche die— 
jenigen Normalen einer Fläche bilden, deren Fußpunkte auf 
einer Krümmungslinie liegen, iſt auf der Fläche der Polaren 
der Krümmungslinie eine geodätiſche Linie. 

Wir haben alſo auf der entwickelbaren Fläche der Polaren irgend einer 
Krümmungslinie zwei geodätiſche Linien; die eine enthält die Durchſchnitte 
von je zwei auf einander folgenden konjugirten Tangenten der Krümmungs— 
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linie; die andere die Durchſchnitte von je zwei auf einander folgenden Nor— 
malen der Fläche, oder die Krümmungsmittelpunkte, welche den durch die 
Tangenten der Krümmungslinie gehenden Normalſchnitten der Fläche entſpre— 
chen. Da der Winkel T’n’N’ ein Rechter iſt, fo ſchneiden die Linien n’T‘ 
und nN“ die Gerade TON“ fo, daß die Differenz der beiden Winkel ein 
Rechter iſt, oder auch, die Tangenten der beiden geodätiſchen Linien, wovon 
foeben die Rede war, bilden mit einer Erzeugenden der entwickelbaren Fläche, 
auf welcher fie liegen, Winkel, die um 900 verſchieden find. 

Wir wollen als erſten ſpeziellen Fall eine ebene Krümmungslinie an— 
nehmen. Die Fläche der Polaren iſt alsdann ein Cylinder, welcher die Ebene 
der Krümmungslinie ſenkrecht trifft; die beiden, von den konjugirten Tangenten 
der Krümmungslinie und von den Flächennormalen, deren Fußpunkte auf der 
Krümmungslinie liegen, erzeugten geodätiſchen Linien ſind alſo Schraubenlinien; 
und da die Tangenten einer Schraubenlinie mit der Grundfläche des Cylin— 
ders, auf dem ſie ſich befinden, einen konſtanten Winkel bilden, ſo haben wir 
wieder den Satz von Joachimsthal, daß die Normalen einer Fläche längs 
einer ebenen Krümmungslinie, oder was daſſelbe iſt, die Tangentialebenen 
mit der Ebene einer ſolchen Krümmungslinie einen konſtanten Winkel bilden. 

Wenn aber die Krümmungslinie ſphäriſch iſt, ſo bilden ihre Polaren, 
welche alle durch den Mittelpunkt der Kugel gehen müſſen, auf welcher die 
Krümmungslinie liegt, einen Kegel; die konjugirten Tangenten der letzteren 
und die Flächennormalen berühren dieſen Kegel ebenfalls in geodätiſchen 
Linien, und da dieſe Linien bei der Abwicklung des Kegelmantels in eine 
Ebene ſich in Gerade verwandeln müſſen, ſo folgt daraus, daß das von der 
Spitze des Kegels oder dem Mittelpunkt der Kugel auf dieſe Gerade gefällte 
Perpendikel ſo groß iſt, als irgend ein von der Spitze auf eine Tangente 
der geodätiſchen Linie herabgelaſſenes Perpendikel, welche entſteht, wenn die 
Ebene mit der in ihr liegenden feſten Geraden wieder auf die Kegelfläche 
aufgerollt wird, d. h. alle Tangenten einer geodätiſchen Linie auf einem Kegel 
ſind gleichweit von der Spitze deſſelben entfernt; ſie umhüllen eine concen— 
triſche Kugel und bilden in der vorhin genannten Kugel ſolche Sehnen, welche 
vermöge ihrer konſtanten Entfernung vom Mittelpunkt unter einander gleich 
ſind. Alle gleich lange Sehnen einer Kugel ſchneiden dieſelbe unter einem 
konſtanten Winkel, oder auch, ſie bilden mit jeder durch ihren Endpunkt ge— 
henden Tangentialebene der Kugel einen konſtanten Winkel. Wir können 
Vorſtehendes ſo zuſammenfaſſen: 

15. Wenn eine Krümmungslinie ſphäriſch iſt, ſo bilden ihre 
konjugirten Tangenten ſowohl als auch die Normalen der Fläche, 
deren Fußpunkte auf dieſer Krümmungslinie liegen, Sehnen 
von fonftanter Größe in der Kugel, welche die Krümmungslinie 
enthält. Dieſe Kugel ſchneidet die Fläche überall unter konſtantem Winkel. 

Die Ebene n’o‘M acht durch den Mittelpunkt M der Kugel, alſo liegen 
die beiden Sehnen von konſtanter Größe in einer Diametralebene derſelben, 
die Summe ihrer Quadrate iſt ſohin gleich dem Quadrat des Durchmeſſers 
der Kugel. 

Da ſich die Normalen nN und nN“ in N’ ſchneiden, fo machen beide 
mit der Oskulationsebene m/m‘’m’” der Krümmungslinie mm‘m‘/m‘ gleiche 
Winkel, und da die Krümmungshalbmeſſer on und o’n in der Normalebene 
Nnoo’M liegen, fo iſt der Winkel 4, welchen die Normale nN mit der Osku— 
lationsebene mmm“ bildet, gleich Nuo. Andererſeits iſt der Winkel 8, 
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welchen die Normale nN“ mit der Oskulationsebene mmm“ macht, gleich 
N’n’o’ = Nno‘; mithin 8 — « = Nno’— Nno = ono; dieß tft aber der 
Winkel zwiſchen zwei auf einander folgenden Oskulationsebenen der Krüm— 
mungslinie; man hat alſo nachſtehenden Satz (von Liouville): 

16. Längs einer Krümmungslinie auf einer Fläche iſt die unend— 
lich kleine Veränderung des Winkels zwiſchen der Flächennormale 
und der Oskulationsebene, oder was daſſelbe iſt, zwiſchen der 
Tangentialebene und der Oskulationsebene von einem Element 
zum andern gleich dem Winkel zwiſchen beiden Oskulations; 
ebenen. 

Dieſer Satz enthält wieder als ſpeziellen Fall in ſich, daß bei einer 
ebenen Krümmungslinie die Fläche von dieſer Ebene überall unter demſelben 
Winkel geſchnitten wird, denn bei einer ebenen Kurve fallen alle Oskulations— 
ebenen zuſammen; alſo iſt auch der Winkel zwiſchen der Flächennormale und 
der Oskulationsebene konſtant. 

Wir wollen nun annehmen, die Linie mm’m‘/m‘“ ſei die Durchſchnitts— 
linie von zwei ſich rechtwinklig und in einer Krümmungslinie ſchneidenden 
Flächen, fo gelten auch die vorhergehenden Demonſtrationen, nur mit der 
Veränderung, daß die konjugirten Tangenten nT und n’T‘ nun zugleich Nor— 
malen der zweiten Fläche ſind, und daß ihre auf einander folgenden Durch— 
ſchnittspunkte Krümmungsmittelpunkte der letzteren Fläche werden. Wir können 
alſo folgende Sätze anführen: 

17. Bei zwei ſich rechtwinklig und in einer Krümmungslinie 
ſchneidenden Flächen ziehe man eine Tangente an die gemein- 
ſchaftliche Durchſchnitts- oder Krümmungs linie; durch dieſe 
Tangente gehen zwei Normalebenen, in jeder derſelben liegt 
der Krümmungsmittelpunkt des betreffenden Normalſchnitts. 
Die Verbindungslinie dieſer beiden Krümmungsmittelpunkte iſt 
die Polare der Durchſchnittskurve. Das Produkt der Entfer- 
nungen derſelben von der Oskulationsebene der letzteren iſt gleich 
dem Quadrat ihres Krümmungshalbmeſſers. 

Die Normalen einer beliebigen Fläche (A) berühren die beiden Mäntel 
der Fläche der Krümmungsmittelpunkte (½) und (8) zugleich, () und (8) 
ſchneiden ſich in der gemeinſchaftlichen Krümmungslinie K orthogonal ($. 15). 
Diejenigen Normalen von (A), deren Fußpunkte eine Krümmungslinie L dies 
fer Fläche find, bilden auf (&) eine geodätiſche Linie, deren konjugirte Tan— 
genten die Polaren von L find. Wir haben nämlich oben nachgewieſen, daß 
die auf einander folgenden Durchſchnitte dieſer Normalen auf der Fläche der 
Polaren von L liegen, und daß ſie hier eine geodätiſche Linie bilden. Die 
entwickelbare Fläche, deren Erzeugende die Normalen von (A) ſind, ſchneidet 
ſomit nicht blos (4), ſondern auch die Fläche der Polaren von L ſenkrecht, 
alſo iſt die genannte geodätifche Linie eine gemeinſchaftliche Berührungslinie 
der zwei letzteren Flächen; und hieraus folgt auch, daß die Polaren von L 
konjugirte Tangenten der geodätiſchen Linie auf (4) find. Da wo dieſe Linie 
K berührt, trifft die Tangente von Kk (A) in einem Nabelpunkt, und hier 
ſtehen auch die konjugirten Tangenten von K hinſichtlich der Flächen (4) und 
(8) auf einander ſenkrecht, und alſo auch die Polaren der durch den Nabel— 
punkt gehenden Krümmungslinie von (3). Wir haben alſo den Satz: 

18. Die Polaren der Krümmungslinie einer Fläche find die 
konjugirten Tangenten einer geodätiſchen Linie auf der Fläche der 
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Krümmungsmittelpunkte; die Polaren der beiden durch einen 
Nabelpunkt gehenden Krümmungs linien ſtehen auf einander 
ſenkrecht. Die Polaren der zwei durch jeden andern Punkt der 
gegebenen Fläche gehenden Krümmungslinien ſchneiden ſich ſchief. 

Hier reiht ſich die Uebertragung verſchiedener Sätze auf die Polaren und 
geodätiſchen Linien an, welche den Krümmungslinien entſprechen (Dr. W. Schell: 
Allgemeine Theorie der Kurven doppelter Krümmung, S. 31). 


$. 17. Die Linien auf den Flächen. Schluß. 


A iſt ein beliebiger Punkt auf einer Fläche, von welchem aus zwei gleich 
lange geodätiſche Linien gezogen find, Am und Am‘, die bei A einen unend— 
. lich kleinen Winkel bilden, fo muß der Winkel mm/A ein 
W Rechter ſein. Denn wäre er ſchief und größer als der Win— 
A kel bei m, fo könnte man m'm“ fo ziehen, daß Winkel 

mmm“ = 90 Grad wäre; in dem unendlich kleinen Dreieck 
mmm“ wäre mm“ die Hypotenuſe, alſo größer als m'm“, 
mithin Am“ + mm“ < Am“ + mm < Am </ Am’ oder 
kleiner als die kürzeſte Linie zwiſchen A und m‘, was nicht 
möglich iſt. Hierauf beruht folgender Satz von Gauß: 
(Disquisitiones generales circa superſicies curvas, Seite 528 
in der fünften Auflage des Werks: Monge, application de 
l’analyse à la geometrie) 

Wenn man von einem Punkt auf einer Fläche 
unendlich viele gleich lange geodätiſche Linien 
zieht, ſo ſchneiden ſie die Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte rechtwinklig. 

Dieſer Satz läßt ſich umkehren: 

Alle von einem Punkt einer Fläche ausgehen— 
den geodätiſchen Linien, welche die Verbindungs— 

5 „ linie ihrer Endpunkte rechtwinklig treffen, find 

gleich lang. Denn wäre z. B. Am > Am“, fo könnte 
man auf Am einen Punkt m“ annehmen, jo daß Am“ — Am’ wäre. Dann 
müßte nach dem vorigen Satz Winkel mm ein Rechter fein, was der Bor: 
ausſetzung widerſpricht. 

A und B find zwei feſte Punkte auf einer Fläche; mm“ ift ein Element 
einer Kurve der Fläche, welche die Eigenſchaft hat, daß die Summe der von 

big. 8. einem Punkt 
derſelben nach 
A und B gezo— 
genen geodäti— 
ſchen Linien kon⸗ 
ſtant iſt; alſo 
Am Bm Am“ 
+ Bm‘, Hier⸗ 
aus folgt Bm 


— Bm“ = Am’ 
— Am, Wir 
nehmen auf Am“ 


den Punkt n' und auf Bm den Punkt en an, fo daß An“ — Am und Bu = Bm‘ 
iſt; man ziehe mn‘ und m'n, jo find nach dem Vorhergehenden die Winkel 
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mn’/m und mum“ Rechte; ferner find die Differenzen mn und me'n' gleich, 
alſo haben die unendlich kleinen rechtwinkligen Dreiecke zwei Seiten gleich, 
mithin find fie kongruent, woraus die Gleichheit der Winkel mm A und m’/mB 
folgt. Hierauf beruht der Satz: 

Wenn eine Kurve auf einer Fläche die Eigenſchaft hat, daß 
die Summe der von einem Punkt derſelben nach zwei feſten 
Punkten der Fläche gezogenen geodätiſchen Linien lonſtant ift, 
jo ſchneiden die letzteren die Kurve unter gleichen Winkeln. 

Nehmen wir aber umgekehrt an, es ſei vorausgeſetzt, die Winkel mm’A 
und m’mB ſollen gleich ſein, fo ziehen wir mn‘ und m'n ſenkrecht auf Am“ 
und Bm; dann haben die rechtwinkligen Dreiecke m men“ und mm'n die Hypo— 
tenufe und die Winkel gleich, find ſomit kongruent, alſo iſt mn = men“. Nun 
it Am = An“ und Bu = Bm“ alſo auch Am“ — Am = Bm — Bm“ oder 
Am + Bm = Am’ + Bm’. 

Wenn auf einer Fläche eine Kurve gegeben iſt, welche die 
Eigenſchaft hat, daß die von einem Punkt derſelben nach zwei 
feften Punkten der Fläche gezogenen geodätifchen Linien mit 
der Kurve gleiche Winkel bilden, ſo iſt die Summe dieſer Linien 
für jeden Punkt der Kurve konſtant. 

Die beiden vorhergehenden Sätze behalten ihre Richtigkeit, wenn man 
ſtatt Summe „Differenz“ ſetzt und annimmt, daß die Kurve den von beiden 
geodätiſchen Radienvektoren gebildeten Winkel halbirt. Da der Beweis ganz 
analog dem früheren iſt, fo braucht er nicht angeführt zu werden. Wir haben 
alſo folgende Sätze: 

Auf einer Fläche ſind zwei feſte Punkte und eine Kurve ge⸗ 
gegeben. Wenn der Winkel, welchen die von einem Punkt der 
Kurve nach den feſten Punkten gezogenen geodätifhen Radien— 
veftoren mit einander bilden, von der Kurve halbirt wird, fo 
iſt die Differenz dieſer Radien konſtant, und umgekehrt. 


Wir verbinden die feſten Punkte A und B durch eine geodätiſche Linie, 
ziehen durch die Mitte derſelben eine zweite geodaͤtiſche Linie auf der Fläche, 
welche ſie ſenkrecht trifft. Durch einen beliebigen Punkt m der Fläche ziehen 
wir die geodätiſchen Linien mA und mB; es ſei mA + mB = 2 mA mB 
— 2, fo liegt m auf dem Durchſchnitt zweier Kurven. Die erſte entſpricht 
der Gleichung = const. und die andere der Gleichung » const. Es 
folgt aus dem Vorhergehenden unmittelbar, daß dieſe Kurven, welche wir mit 
(%) und (v) bezeichnen, ſich in m ſenkrecht ſchneiden, weil die erſte den Neben— 
winkel der in m zuſammentreffenden geodätiſchen Linien, die andere dieſen 
Winkel ſelbſt halbirt. Die Linie (ww) treffe die Verlängerung der geodätiſchen 
Are AB in M; C fei die Mitte von AB, fo ift CM = (u); die Linie () 
trifft AB ſelbſt im Punkt N, CN =»; die Größen w und können wir die 
Parameter der Kurven ( und (») nennen. Durch beliebige Veränderung 
dieſer Parameter erhält man zwei Syſteme von orthogonalen Kurven, welche 
die Fläche in unendlich kleine Rechtecke oder Quadrate theilen. Jeder Punkt 
der Fläche iſt beſtimmt, wenn die Parameter w und „der durch ihn gezoge— 
nen Linien (½ und () gegeben find; ſomit können die Größen « und v als 
krummlinige Coordinaten (coordonndes curvilignes) des Punkts angeſehen 
werden. Bei dieſem Coordinatenſyſtem haben die Kurven (% und () die 
einfachſte Gleichung; nämlich „ — const. „ —, const. 
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Um beſtimmte Anhaltspunkte zu geben, mögen drei verſchiedene Fälle 
angeführt werden: 

Die gegebene Fläche iſt eine Ebene; dann ſind die geodätiſchen 
Linien mA und mB Gerade, und die Kurven (% find Ellipſen, die Kurven 
(5) Hyperbeln, A und B find die gemeinſchaftlichen Brennpunkte dieſer Kegel: 
ſchnitte, weßhalb dieſelben homofokal genannt werden. Hieher gehört 
auch der Fall, wo die gegebene Fläche entwickelbar iſt. Die Kurven (%) und 
(5) verwandeln ſich bei der Abwicklung der Fläche in eine Ebene ebenfalls in 
homofokale Kegelſchnitte. 

2. Die Fläche iſt eine Kugel. Die Kurven (m) und (7) find ſphäriſche 
Kegelſchnitte, deren Brennpunkte A und B find, und die deßhalb gleichfalls 
homofokal heißen. Die geodätiſchen Linien ſind größte Kreiſe der Kugel; wenn 
man durch die Brennpunkte eines ſphäriſchen Kegelſchnitts zwei ſolche Kreiſe 
zieht, die ſich auf dem Kegelſchnitt ſchneiden, ſo bilden ſie mit den Kurven 
gleiche Winkel, und die Summe ihrer Bögen iſt konſtant. 

3. Die Fläche iſt ein Ellipſoid oder ein zweimantliges Hyperboloid. 
Die Kurven () und (v) find die Krümmungslinien der Fläche, die Brenn— 
punkte A und B ſind die Nabelpunkte. 

Wie wir ſpäter ſehen werden, haben zwei durch die Nabelpunkte eines 
Ellipſoids oder zweimantligen Hyperboloids gezogene geodätiſche Linien die 
Eigenſchaft, daß ſie mit der Krümmungslinie, auf welcher ſie ſich ſchneiden, 
gleiche Winkel bilden, und hieraus folgt nach unſeren Sätzen, daß die Summe 
oder Differenz dieſer geodätiſchen Linien für alle Punkte einer Krümmungs— 
linie konſtant und gleich 2% oder 2 it. Bei der Summe ſchließt die Krüm⸗ 
mungslinie beide Nabelpunkte ein, und bei der Differenz trennt ſie dieſe 
Punkte. Es ſeien A BB’ drei Nabelpunkte eines Ellipſoids. C iſt die Mitte 
des Bogens AB und C’ diejenige von BB’. Durch einen beliebigen en M 
der Flaͤche geht eine Krümmungslinie, welche den Bogen CB in N trifft. 
CN = u, CN = v; MA, MB, MB’ find geodätifche Linien; nun iſt 

M+MB= = = ICH; MB’ — MB = % = 2C’N; alſo 
MA + MB’ = 2(u +») = 2 (CN + CNY) = Bogen ABB’ 

In dieſer Gleichung iſt folgendes Theorem, welches Mich. Roberts 
zuerſt aus der Liouville'ſchen Gleichung für geodätiſche Linien auf dem Ellip— 
ſoid ableitete, enthalten: 

Alle geodätiſche Linien zwiſchen zwei Nabelpunkten eines 
Ellipſoids ſind gleich lang. 

Unter allen geodätiſchen Linien, welche ſich von einem Punkt 
auf einer Fläche nach einer Kurve ziehen laſſen, iſt diejenige die 
kürzeſte, welche dieſelbe rechtwinklig ſchneidet, und umgekehrt. 

Denn würde die Minimumslinie die Kurve ſchief ſchneiden, ſo ließe ſich 
im Durchſchnittspunkt ein unendlich kleines rechtwinkliges Dreieck bilden, mmm“; 
die Hypotenuſe mm“ wäre ein Element der kürzeſten geodätiſchen Linie, und 
mm“ ein Element der Kurve. Nun würde der Weg über m' nach m länger 
fein, als derjenige über m‘ nach m“, was der Vorausſetzung widerſpricht, 
mithin kann die kürzeſte geodätifche Linie die gegebene Kurve nicht ſchief ſchnei— 
den. Die Converſe läßt ſich auf ähnliche Art beweiſen. 

Wenn man auf einer Fläche unendlich viele gleich lange geo— 

dätiſche Linien zieht, welche eine gegebene Kurve ſenkrecht ſchnei⸗ 
den, ſo treffen ſie die Verbin dungslinie ihrer Endpunkte recht— 
winklig. (Gauss: disquisitiones.) 
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Es ſei nn“ ein Element der gegebenen Kurve, und nm gleich n'm“ find 
zwei gleich lange geodätiſche Linien. Wäre der Winkel bei m ſchief, fo ziehe 
man mm“ ſenkrecht auf mm“. Nun iſt m/m” als Hypotenuſe größer als die 
Cathete mm“, mithin wäre mm“ + m’’n‘ > mm“ + mn“; aber m'm“ 
+ amn“ iſt gleich mn, alſo auch mn > mm‘ + mn“, was dem vorigen 
Satz widerſpricht, da mn die kürzeſte Linie iſt, die ſich von m nach der ge— 
gebenen Kurve ziehen läßt. Ganz leicht iſt der Beweis der Umkehrung: 

Alle geodätiſche Linien einer Fläche, welche zwei gegebene 
Kurven ſenkrecht treffen, ſind zwiſchen dieſen Kurven von glei— 
cher Länge. 

Auf den Flächen gibt es gewiſſe Kurven, welche die Eigenſchaft haben, 
daß alle geodätiſche Linien, welche durch die verſchiedenen Punkte ihres Um— 
fangs ſenkrecht auf demſelben gezogen werden, ſich in einem Punkte ſchneiden. 
Solche Linien ſollen der Kürze wegen Mittelpunkts kurven genannt wer— 
den. Dieß vorausgeſetzt, ſeien auf einer Fläche ein feſter Punkt A, eine 
Kurve C und eine Mittelpunktskurve M gegeben. Zieht man von irgend einem 
Punkte e auf C geodätiſche Linien, cA und em, wovon die letztere M rechte 
winklig trifft in m, und wird der Winkel zwiſchen cA und cm von der Tan— 
gente der Kurve C halbirt, fo it & — em - const., denn em geht ver— 
längert durch den Mittelpunkt B von M; nach dem Früheren iſt cB — cA 
— const., und da alle Radien Bm von M einander gleich find, ſo iſt auch 
A — em const. Jeder Krümmungslinie auf einem Ellipſoid oder zwei— 
mantligen Hyperboloid entſpricht z. B. eine Mittelpunktskurve. Sind A und 
B die Nabelpunkte der Fläche, iſt m ein Punkt der Krümmungslinie, ferner 
Am + Bm = 2% oder Am — Bm = 2, fo find die von A und B mit den 
geodätiſchen Halbmeſſern 2% beziehungsweiſe 2» beſchriebenen Kurven die 
Mittelpunktskurven der Krümmungslinie; jeder Punkt der letzteren hat die 
Eigenſchaft, daß die von ihm nach A oder B gezogenen geodätiſchen Linien 
ſo lang ſind, als die nach der Mittelpunktskurve gezogenen geodätiſchen Mini— 
mumslinien. Das elliptiſche Paraboloid hat zwei Nabelpunkte A und A“; 
die beiden andern find unendlich ferne Punkte. Alle von A oder A’ aus— 
gehenden geodätiſchen Linien gehen nach dieſen unendlich fernen Nabelpunkten 
hin. Betrachtet man z. B. eine derjenigen Mittelpunktskurven, deren geodä— 
tiſche Halbmeſſer in A konvergiren, d. h. eine ſolche Linie, welche alle von 
A ausgehenden geodätiſchen Linien ſenkrecht ſchneidet, ſo findet man, daß der— 
ſelben eine Krümmungslinie der Fläche entſpricht; zieht man alſo von einem 
Punkt e der letztern die geodätiſchen Linien cA und em (in m wird die ge— 
nannte Mittelpunktskurve ſenkrecht geſchnitten), fo iſt im Allgemeinen 4 — cm 
— const. für alle Punkte der Krümmungslinie. Bei einer beſonderen Mittels 
punktskurve iſt die const. gleich Null, alſo cA = em; zu dieſer Kurve ſteht 
die Krümmungslinie in einer ähnlichen Beziehung, wie die Parabel zu ihrer 
Direktrice. Die Tangente der Krümmungslinie halbirt den Winkel der geo— 
dätiſchen Linien cA und cm. 

Auf einer Fläche ſind zwei Kurven gegeben, welche ſich in A ſchneiden; 
alle diejenigen Punkte, deren geodätiſche Entfernungen von beiden Kurven 
gleich ſind, liegen auf einer Linie, welche den Winkel in A halbirt. Es ſei 
ABC ein von drei beliebigen Kurven auf einer Fläche gebildetes Dreieck. Durch 
die Ecken gehen drei Linien, welche die Eigenſchaft haben, daß jeder ihrer 
Punkte von den beiden in einer ſolchen Ecke zuſammenſtoßenden Seiten gleich— 
weit entfernt iſt, d. h. daß die geodätiſchen Minimumslinien, die ſich von 
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dem Punkte nach dieſen Seiten ziehen laſſen, einander gleich ſind. Man er— 
hält alſo drei Linien, welche die Winkel bei A, B, C halbiren, und einen 
gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunkt haben. Dieß iſt der Mittelpunkt der die 
drei Seiten von A B C berührenden Mittelpunktskurve. 

A und B ſind zwei feſte Punkte auf einer Fläche. Alle diejenigen Punkte, 
deren geodätiſche Entfernungen von A und B einander gleich find, liegen auf 
einer Kurve, welche die geodätiſche Linie in ihrer Mitte ſenkrecht ſchneidet. 
Dieſe Kurve gehört zur Klaſſe derjenigen Linien, welche wir oben betrachtet 
haben, und bei welcher die Differenz der geodätiſchen Entfernungen eines 
ihrer Punkte von zwei feſten Punkten konſtant iſt. In dem hier betrachteten 
ſpeziellen Fall iſt dieſe Differenz gleich Null. Um auf einer Fläche einen 
Punkt zu finden, der von drei gegebenen Punkten A, B, C gleich weit ent— 
fernt iſt, konſtruirt man drei Linien, bei welchen jeder Punkt gleichweit abſteht 
von A und B, von A und C und von B und C. Dieſe drei Linien haben 
einen gemeinſchaftlichen Durchſchnittspunkt, welcher zugleich Mittelpunkt der 
um das Dreieck ABC beſchriebenen Mittelpunktskurve iſt. 

Wenn man ſämmtliche geodätifche Linien zieht, welche irgend eine Kurve 
C auf einer Fläche ſenkrecht ſchneiden, fo berühren dieſelben eine zweite Kurve 
C“, zu welcher C in derſelben Beziehung ſteht, wie eine Linie in der Ebene 
zu ihrer Evolute. Ein Faden, welcher ſo über die Fläche geſpannt iſt, daß 
er fortwährend C“ berührt, beſchreibt bei der Abwicklung mit einem feiner 
Punkte die gegebene Kurve C. Jeder einzelne Punkt des Fadens beſchreibt 
bei dieſer Bewegung wieder eine andere Kurve, welche alle mit C parallel 
ſind, d. h. alle geodätiſchen Linien, die zwiſchen ſolchen parallelen Kurven 
ſenkrecht auf die Eine gezogen werden, ſind an Länge gleich und ſchneiden 
auch die andere ſenkrecht. Dieſe parallelen Kurven in Verbindung mit den 
ſie ſenkrecht kreuzenden geodätiſchen Linien bilden zwei orthogonale Sy— 
ſteme von Kurven, welche zur Beſtimmung der Punkte auf der Fläche 
dienen können, wie auf der Ebene zwei ſich ſenkrecht kreuzende Syſteme von 
Linien zur Beſtimmung der Lage von Punkten angewandt werden. 

Wir können zu dieſem Zweck eine der parallelen Kurven als die erſte 
Coordinatenaxe, und eine der auf ihr ſenkrechten geodätiſchen Linien als die 
andere Coordinatenaxe betrachten. Beide Axen ſollen ſich in 0 ſchneiden; wir 
bezeichnen fie mit OX und OY; ein Punkt (X, y) auf der Fläche iſt beſtimmt, 
wenn die Größen x und y gegeben find; y iſt die kürzeſte geodätiſche Ent: 
fernung des Punkts von der Kurve oder Axe OX und x ift der Bogen von OX 
zwiſchen dem Durchſchnittspunkt dieſer fie ſenkrecht treffenden geodätiſchen 
Linie und zwiſchen dem Urſprung 0. Die Gleichungen der auf OX ſenkrech— 
ten geodätiſchen Linien haben die Form 


X = const. 
und die Gleichungen der mit der Axe OX parallelen Kurven find 
y const. 


Ein ſpezieller Fall dieſer Coordinatenſyſteme, welcher den Polarcoordi— 
naten der Ebene entſpricht, iſt derjenige, wo die Parallelkurven Mittelpunkts— 
kurven ſind; dann convergiren die ſie orthogonal ſchneidenden geodätiſchen Linien 
in einem Punkte. Es ſei 0 dieſer Punkt, und Ox diejenige geodätiſche 
Linie, welche als Axe angenommen wird. Ein beliebiger Punkt M der Fläche 
it beſtimmt durch die Länge OM des geodätiſchen Radiusvektor, auf welchem 
1 und durch den Winkel , welchen derſelbe bei 0 mit der Axe Ox 
bildet. 
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© —= const. 
ift die Gleichung aller in O convergirenden geodätifchen Linien. 
r = const, 


ift die Gleichung derjenigen Mittelpunktskurven der Fläche, deren gemein- 
ſchaftlicher Mittelpunkt 0 iſt. 


§. 18. Zuſammenſtellung von Formeln für die Flächen zweiten Grads. 


A. Die drei centrifchen Flächen, das Ellipſoid, das einmantlige Hyper— 
boloid, das zweimantlige Hyperboloid. 
x? y? 2 J. x? y? BE ja a y? 22 
. N e F b? „ 
Dieß ſind die Gleichungen dieſer Flächen. Wir ſetzen, wie oben, die 
partiellen Ableitungen 


/ De a ER 
3 dy a. mar a et 
und erhalten 
2 x c? y 04 5 8 cr 
Eee at aa th N, 5 — 73 
A 
12 — San; -, (at— x?) für das Ellipſoid. 
0 x 8 05 5 83 
3. Per n 
4 
t=— ä 5 (a?—x?) für das einmantlige Hyperboloid. 
8 Cry 04 0 
CCC 


4 
t=+ nhiza (a?—x?) für das zweimantlige Hyperboloid. 


Durch die Subſtitution dieſer Werthe in die allgemeine Gleichung der 
Tangentialebene 2“ — 2 = p (X — 2) +qg(y’—y ergibt ſich 
3 RR + az x“ N xx, ER 
17 + 5 ＋ 57 7 13 71 85 3 
Dieß find die Gleichungen der Tangentialebenen; x, y, z find die lau— 
fenden Coordinaten und x y 2° iſt der Berührungspunkt. Betrachten wir 
nun in 2“ — 2 = p (X“ - x) +gqgly —y xyz“ als die Coordinaten der 
Spitze eines Kegels, ſo ſtellt dieſe Gleichung eine Kegelfläche vor. Durch 
Subſtitution der Werthe von p und q aus 2., 3. und 4. erhält man ges 
nau die Gleichungen 5 wieder; und da letztere mit Hülfe von 1. gefunden 
wurden, jo geht daraus hervor, daß wenn der Punkt (x’y’z‘) nicht auf der 
Fläche liegt, ſie ſich auf diejenige Kurve beziehen, welche die Fläche und der 
durch dieſen Punkt an ſie gelegte Tangentialkegel gemein haben. Man ſieht, 
daß dieſe Kurve eben iſt; die Ebene, worin ſie liegt, heißt die Polarebene 
des Punkts (xyz), welcher Pol heißt. Wir haben ſomit den Satz: 
Die Gleichungen 5 ftellen die Tangentialebene des Punkts 
oder Pols (x’y’z‘) dar, wenn er auf der Fläche liegt, und deſſen 
Polarebene, wenn er nicht auf der Fläche liegt. Befindet ſich der Pol 
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innerhalb der Fläche, ſo läßt ſich kein Berührungskegel an die Fläche legen, 
deſſen Spitze er iſt; oder vielmehr, dieſer Kegel wird imaginär. Allein die 
Gleichungen 5 ſtellen deſſen ungeachtet reelle Ebenen vor, welche auch in 
dieſem Fall die Polarebenen des Pols (XY z) genannt werden. 

Wenn wir nun annehmen, der Pol (x’y’z‘) bewege ſich auf einer Ge: 
raden, deren Gleichungen 

FTT 

ſind, ſo erhalten wir durch Verbindung der Formeln 5 und 6 


mx ny X 55 7 N 
. N ul 
Dieſe Gleichung iſt von 2“ unabhängig, wenn 17 + 52 — 1 o und 


2 Py 3 — 0, oder, was daſſelbe iſt 


a? b? 0 
25 m . 
n — — 
2 2 2 h? 
0 Ba 0 ab 
7. x — — 22 - 3 — — zz = — 
5 Im — an dm — an' ee Bm an — fm 


Dieß iſt die Gleichung einer Geraden, welche folgenden Satz enthält: 

Bewegt ſich der Pol auf einer Geraden, ſo ſchneiden ſich die 
Polarebenen ebenfalls in einer Geraden; beide Gerade heißen 
konjugirt; zwei ſolche Gerade ſind durch die Gleichungen 6 und 7 darge— 
ſtellt; der Coſinus ihres Winkels iſt gleich 

ana? — mb? + (Im — an) c? 
VIA 125 Vn?dat + mn + (Im — en) ec? 
Sollen zwei konjugirte Gerade ſenkrecht auf einander ftehen, fo muß 
ana? — mb? + (Im — an)c?= 0 

fein. Bei der Kugel, wo a = b -= d ift, erfüllt ſich dieſe Bedingung von 
ſelbſt, mithin ſtehen dort je zwei konjugirte Gerade auf einander ſenkrecht. 

Wir wollen nun annehmen, der Pol (X 2) bewege fi) auf einer Ebene, 
deren Gleichung 

„ N 21 3 e 

ſei, durch Verbindung derſelben mit 5. erhalten wir 


ee (e) ( 0 


Soll dieſe Gleichung von y’ und 27 unabhängig fein, fo muß 
. * at F 2 e ſein 
Dieß iſt die Gleichung eines Punkts und enthält folgenden Satz: 
Bewegt ſich der Pol auf einer Ebene, ſo gehen die Polar— 
ebenen durch einen Punkt. 
5 


Die Gleichung 9 läßt ſich auch fo ſchreiben X“ + Ei + 2 2 


2 
und ſtatt 10. kann man ſetzen 3 E et 
X 4 4 X 44 


1 
«a 
e? 
ar; wenn ſich 


5 


174 


die Polarebene mit ſich ſelbſt parallel bewegt, fo bleiben die Verhältniſſe 


und konſtant, alſo auch die Brüche —* und — hieraus ſchließt man: 
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— 2 
Wenn ſich die Polarebene parallel mit ſich ſelbſt bewegt, fo 
liegen die Pole auf einer durch den Mittelpunkt gehenden Ge— 
raden. 


2 a 2 3 
N er EEE 
N a 2 +4 2° b 
2 7 2 2 2 ‘ 2 2 
„ . ß ß Dar en 
N a? 7 2 a? 1 7 2 
a? 2 a 8 b 
2 4 2 2 92 ‘ 2 2 
CHR a?’+ı Br. b — 
13. ze 2 ＋ —xX „ —z+ - 2 
8 a? 5 8 b Y 


Dieſe Gleichungen beziehen ſich auf die Normalen des Ellipſoids, des 
einmantligen und des zweimantligen Hyperboloids. x, Y, z find die laufen⸗ 
den Coordinaten, X“, y 2“ diejenigen des Fußpunkts der Normale auf der 


Fläche. 
Setzen wir z. B. in der erſten Gleichung 2 = o, fo iſt 2 = 


const., d. h.: 

Bei einer centriſchen Fläche zweiten Grades iſt das Ver hält— 
niß der Abſtände von einer Hauptebene derjenigen zwei Punkte 
einer Normale, wo ſie die Fläche und eine andere Hauptebene 
trifft, konſtant. Setzen wir noch x’ —= const., fo iſt auch x = const. 
oder: 

Die Normalen, deren Fußpunkte eine zu einer Hauptebene 
parallele Kurve bilden, ſchneiden eine andere Hauptebene in 
einer Geraden, die zu der erſten parallel iſt. 

Die Entfernung der Ebene ax + By + rz 1 vom Urſprung ſei = P, 


fo iſt nach $. 1, 25 - —Mittelſt der Gleichungen 5 dies 
Y 


18 82 
a? 


ſes Paragraphs erhalten, wir ſomit für die Entfernungen P der Tangential— 
ebenen des Punkts x’, y 2“ der drei centriſchen Flächen vom Urſprung 


Da aber die ee 5 uudleih die Polarebenen des Punkts (x“ *) 
find, wenn er nicht auf den Flächen liegt, ſo gibt der Werth von P in 14. 
auch das vom Mittelpunkt auf die Polarebene dieſes Punkts oder Pols ge— 
fällte Perpendikel an, alſo: 

9 find die drei Flächen 

„ e 
VF 
wo "die Größen a, b, e gleiche abſolute Werthe haben. 

Dieſe drei Flächen haben die Eigenſchaft, daß ihre Polar⸗ 
en binfihtlih eines Pols vom Mittelpunkt gleichweit ab— 

ehen 


42 z'? 
Bewegt ſich der Pol auf der Fläche . — 92 Er 2 = ll, ſo berührt 


7. 
= Polarebene die Kugel x? + y? + 5 8 1, wo k eine Wee be⸗ 
eutet. 
. Boklen, Geometrie. GABINET MATEMATYCZN 
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Die Formeln 5 und 30 des F. 4 lauten 
9 11 
R. r 8 R 52 ee 
Rund R“ find die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer k?—= 1 pe ge, 
g rt — s?, h = (d+g)r+ (1 +pYt — 2pqs. Durch Hülfe der 
Gleichungen 2, 3, 4 erhalten wir für das Ellipſoid 


8 * y? 22 % e. 
u pet A 2 222 


D 
a er BUN ar yet) 


Für das einmantlige Hyperboloid 
(4 


06 
4 2522 4 


4 
h= nr (a? — b?+c?— x? — y?—zd 


Für das zweimantlige, Hyperboloid 


2 05 55 h 8 . 
T 
Ellipſoid: 
1 E 1 1 De 
e We art 1 
1 1 


pP? 
19: er (% 4 b. T 0 * 1 % 7 


er, 
＋ V. +b?+c?— x? — y? — 257 Pe — 4a?b?e? 


Die entſprechenden Relationen für das einmantlige Hyperboloid erhält 
man durch Veränderung des Zeichens von b? und für das zweimantlige Hyper: 
boloid durch Veränderung des Zeichens von b? und c?, Aus der Relation 


11 — 8 folgt der Satz: In allen Punkten einer Poloide iſt 
das Krümmungsmaß (mensura curvaturae nach Gauß) konſtant. Die 
Poloide iſt diejenige Kurve, für welche P einen konſtanten Werth hat; A 


iſt das Krümmungsmaß. 
8 Gleichung der BEN 22 in F. 4 heißt 


(I) CCD -d) - AC LAC T Di -C ps dre 


Durch Hülfe der Werthe in 2., 3., 4 verwandelt ſich dieſe Gleichung 
in folgende: 


dyy? d 
Ayx (2 ＋ G- A BI — = 0 


er a? (b?— ce?) 9 a? (a? — = 5 5 a 
A br ( B Rn für das Ellipſoid. Durch Diffe— 
renziation: 942 

AA 
5 3 ur; 
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Bes) EN) 


4 man En den 2 7 Gleichungen eine der er jo ver: 
ſchwindet auch die andere, und man erhält xyd?y + dy (xdy — ydx) = o 
Durch Integration 


= dy = ddx 


16% * — * ＋ 7 * 
Dieß iſt die Gleichung der Projektion der Krümmungslinien auf der 
xy Ebene. 
Die Konftanten 8 und „ müſſen folgender Gleichung genügen: 


5 
2 
16. bis. — BE * 3 5 
A 


Für das einmantlige Hyperboloid ſetzt man — b? ſtatt b? und beim 
zweimantligen — b? und — e' ſtatt b? und c? in den Werthen von A und B. 
Die Relation 16 15 ergibt ſich dadurch, daß man aus = ER 16 


und ihrem Differenzial | dy = Pdx die Werthe von y und S in die obige 


Differenzialgleichung der Krümmungslinfen ſetzt, wodurch b X ee 

Die Konſtruktion dieſer Linien, wie ſie Monge für das Ellipſoid zuerſt 

angegeben und ausführlich entwickelt hat, kann nun für alle centrifche Flächen 
zweiten babes feinem nn ‚mehr e 

) Ne = 5 h 

42 57 5 = a 52 * 1 ſind die Gleichungen 

eines Ellipſoids und der l im Mun (x',y/,2°). Der mit ihr 

„ „ * 

parallele Centralſchnitt hat die Gleichung 2 8 * 5 - er 15 


x? ＋ y ＋ 22 Dꝰ if 1 Sue einer ER Kugel, alfo 
17. 2 (— 500 7, 0 — DIS ke D = 0 


diejenige n concentriſchen 3 3 mit dem Ellipſoid und der 
Kugel eine Durchſchnittslinie gemeinſchaftlich hat. Dieſer Kegel ſchneidet den 
Diametralſchnitt in zwei Geraden, welche einander gleich ſind und ſymmetriſch 
gegen die Axen dieſes Schnitts liegen. In dem ſpeziellen Fall, wo die Kegel 
fläche den elliptiſchen Centralſchnitt berührt, fallen dieſe Geraden in eine zu⸗ 
ſammen, welche die Axe der Ellipſe iſt. Die Gleichung der Berührungsebene 
des Kegels im 1 — (& Y, C,) iſt 
De e — De 
E 3 > WS = = 0 
wo &, m‘, b“ die Tahfeaßi Coordinaten find. Dieſe Gleichung muß mit ders 
jenigen des Centralſchnitts identiſch ſein, alſo 
18. Hi: 12 e 2 0 
8 a? (a“ 2— D2) b? (b?— D?) 8 (02 — 6 HF 
Sie ift in Beziehung auf De vom zweiten Grad und hat ſomit zwei 
Wurzeln, die wir mit D und D’ bezeichnen, und welche die Halbaxen des 
9 


= O; 
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Centralſchnitts find, der mit der Berührungsebene vom Punkt (x/,y’,z/) pa- 

rallel iſt. Man kann dieſe Gleichung auch ſo ſchreiben, mit Hinweglaſſung 

des Index 2 

x’ be (b—D) (c—D) + y“ ac (a- D) (c—D) + z’ ab (a- D) (b—D) = o 
Der von D unabhängige Ausdruck ift 


r 
bbec x’ + aace y’ + aabbz‘ aa bb cc u 
bex’ + ac y“ + ab 2“ x y ; 
a auf b + 
oder, wenn wir den Index 2 wieder ſetzen 
x’? y’? 2/2 
F a?b?c? 
. 


be H el 
P ift das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene von (X/ % 2) ges 
fällte Perpendikel; mithin iſt 
ES a?b?c? 
be = —, 
Der Coefficient von —D in jener Gleichung iſt 
x“ be (b c) ＋ y ac (a ＋ c) ＋ 2“ ab (a ＋ b) 
X“ be + y’ac + 2“ ab 
oder, mit Hinzufügung des Index 2 
x’? 4 
D? + b = 7 ＋ (0b ＋ 0 ＋ 47 55 2 (4 ＋ 05) + =r (a? + b) 
Hieraus ergibt 5 die Gleichung 5 die beiden Werthe D und P- 


72 72 
n ** Po: ++ 5 +0) + a + bo) 


+ VE Oe r Te Zar) 4728 


D und D“ find diejenigen 2 Semidiameter des Ellipſoids, FR dem 
Centralſchnitte angehören, deſſen Ebene parallel der Tangentialebene des Punkts 


(X) iſt. 

f Man kann dieſem Ausdruck noch eine andere Form geben; der nach dem 
Punkt (X) 2“ gezogene Semidiameter der Fläche ſei I, fo ft H—=x?+y?+z? 
mithin 

b. 4 b.s 4 H. (HG 4 42) c be eh = 4 4 ba en 


b. p. 1 f b. e K. 


20. 5 42 (154. VI. — 4 . 


Läßt man den Index“ weg, und ſetzt für 15 feinen Werth x y 22 
und für P? ‚fe ift 
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1 . „ ü 2 5 1 
21. D- V2 K T2 VSN᷑ IE Arbe + + 45) 
Beim zweimantligen Hyperboloid ſetzt man — be und —c? ſtatt b? 
und e, alſo hat D denſelben Werth. 
Behalten wir nun die ganze Deduktion bei, welche auf den Werth von 
D geführt hat, mit der einzigen Modifikation, daß wir annehmen, der Punkt 


(x’y’z*) liege außerhalb der Fläche, fo iſt 47 + Ir 4 0 1 die Glei⸗ 


chung ſeiner Polarebene und = + 5 + = — 0 diejenige des mit die— 
fer Polarebene parallelen Centralſchnitts. Die Gleichungen bleiben alſo voll: 
2 2.2 


f 5 x 2 
kommen ungeändert, mit der einzigen Ausnahme, daß, da * = 55 u” 05 
Li 


. 5 RE : 8 
nun von 1 verſchieden tft, etwa gleich mr. der Werth von D mit m multipli— 


eirt werden muß. Mithin haben wir dieſes Reſultat: 

Gegeben iſt ein Punkt im Raume, (X, y, 2) und eine centris 
ſche Fläche zweiten Grades; die beiden Halbaxen D und D“ des- 
jenigen Centralſchnitts der Fläche, welcher mit der Polarebene 
des Punkts parallel iſt, ſind durch die Gleichung ausgedrückt 

f 1 ee e za 
21. bis D=m VEU Yartııı za m zit + 45) 


Aus der Formel P = . haben wir oben geſchloſſen, 
. 7*2 2.2 
4 2 N x’? ** 2.2 1 
daß, wenn ſich ein Punkt auf der Fläche =; + pi Ei N bewegt, 
der Abſtand des Mittelpunkts von ſeiner Polarebene konſtant iſt. Der Durch— 
ſchnitt dieſer Fläche mit dem Ellipſoid oder den Hyperboloiden in 1. hat 
ſonach die Eigenſchaft, daß die Entfernung ſeiner Tangentialebenen vom Ur— 
ſprung konſtant iſt. Dieſer Durchſchnitt iſt alſo eine Poloide. Sie 
wird dargeſtellt durch die Gleichungen 1 in Verbindung mit 
2 x? ; 22 1 

W 

Man ſieht daraus, daß dieſe eine Fläche die drei centrifchen Flächen 
n Grades in 1. zugleich in Poloiden ſchneidet. 

us 


23. b 5. 

folgt, daß wenn P fonftant iſt, auch D. D“ und mithin D. D. ebenfalls 
unverändert iſt. Nun iſt D. Db“. * der Inhalt desjenigen Diametralſchnitts 
der Fläche, welcher mit der Tangentialebene parallel iſt, deren Entfernung 
vom Mittelpunkte = P. Hieraus ſchließen wir: 

Bewegt ſich ein Punkt auf einer Poloide, ſo iſt der Inhalt 
des mit feiner Tangentialebene parallelen Diametralſchnitts 
einer der drei centriſchen Flächen zweiten Grades in 1. konſtant. 

Ebenſo ſchließt man: 


. 
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; 
Bewegt ſich ein Punkt auf einer Poloide der Fläche = + a ee 


2 2 
— m, fo ift der Inhalt des Diametralſchnitts der Fläche 5 + Ir + — 
— 1, welcher mit feiner Polarebene hinſichtlich dieſer Fläche parallel ift, konſtant. 


§. 19. Zuſammenſtellung von Formeln für die Flächen zweiten 
Grades. Fortſetzung. 


B. Der Kegel. 
Die Gleichung eines Kegels, deſſen Axen die Coordinatenaxen ſind, und 
der alſo ſeine Spitze im Urſprung hat, iſt: 
. m?x? + 72 = z? 
Hieraus erhalten wir durch Differenziation die partiellen Ableitungen: 
2 RE ER 11 2 2 — mir: men? 
Een a RT n 
T 
＋ Z zZ 
Durch Subftitution dieſer Werthe in die allgemeine Gleichung der Tanz 
gentialebene 


s-— 


a — Belle gly — Y) 
ergibt 58 mit Berückſichtigung der Gleichung des Kegels 
3. 2% = mexx“ + n?yy’ 

Dieſelben Betrachtungen laſſen ſich hier anftellen, wie bei den centriſchen 
Flächen zweiten Grades. Mithin ſtellt die Gleichung 3 die Tangentialebene 
vor, wenn der Punkt (x’y’z‘) auf dem Kegel liegt, oder die Polarebene dieſes 
Punkts, wenn er nicht auf dem Kegel liegt. Die Polarebene enthält die bei⸗ 
den Erzeugenden des Kegels, welche die zwei durch den gegebenen Punkt an 
den Kegel zu legenden Tangentialebenen mit demſelben gemeinſchaftlich haben. 

Wir wollen nun annehmen, der Pol (x’y’z’) bewege ſich auf einer Ge— 
raden, deren Heure 

'+ az = b und y“ + Pr = 
ſind. Durch Ver de von 3. und 4. erhalten wir 
max + n?by — (max + ny + z) 21 2 0 
Soll dieſe Gleichung von x und y unabhängig fein, fo müſſen die Be— 
dingungen erfüllt werden: 
max + n?by = 0 mꝰα& ＋ ny ＋ 2 A o 
oder, was daſſelbe iſt 
b a 
u. ae r (ab — 80) 2 n? (ab — aß)” 

Dieß iſt die Gleichung einer durch den Urſprung gehenden Geraden. Die 
Polarebenen aller Pole, welche auf einer ſolchen Geraden liegen, fallen in 
Eine zuſammen, ſetzen wir alſo in 4. und 5. a = b = o, fo erhalten wir 
dieſe Formeln: 

D 02.03 y+ Bz o und max + n 2855 ＋ 2 = 0 

Die Gleichungen 4 a 5 beziehen ſich auf zwei konjugirte Gerade; ſie 
enthalten den Satz: Bewegt ſich der Pol auf einer beliebigen Geraden, ſo 
ſchneiden ſich die Polarebenen in einer durch den Urſprung gehenden Geraden. 

Die allgemeine Gleichung der Normale einer Fläche iſt 


N 
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XY - XQ p (z! — 2) = O - y (2 — 2) 2 O 
Die Gleichungen der durch den Urſprung gehenden Normale der Kegel— 
fläche ſind mithin 
x7' + mx Z = O yz’ ＋ n?yz = 0 
Durch Elimination von x’ y“ z“ aus dieſen Gleichungen und aus mix“? 
+ n?y'? = z’? ergibt ſich : 
= Ws nut; 
m? ra 
Dieſe Gleichung gehört dem Ergänzungs- oder Supplementar— 
Kegel an. Seine Erzeugenden ſtehen ſenkrecht auf den Tangen⸗ 
tialebenen des gegebenen Kegels und umgekehrt, denn die Glei— 
chung ſeiner Berührungsebene iſt 
N 898 
m? n? 
Der Geraden X A = o und y+ Paz = o entſpricht bei dem Gr: 
gänzungskegel die Polarebene 


a' ß’ 
nat a 

Wenn dieſe Linie auf der Geraden, deren Gleichung 6. iſt, ſenkrecht 
ſtehen ſoll, fo muß die Bedingung erfüllt fein au’ + 88° + 1 = 0; dadurch 
wird aber auch der Winkel zwiſchen den betreffenden Polarebenen max + n28y 


＋ 2 = o und 57 + a y+z=o ein Rechter, worauf nachſtehender 


Satz beruht: 

Die Polarebenen von zwei durch den Urſprung gehenden zu 
einander rechtwinkligen Geraden hinſichtlich des gegebenen Ke— 
gels und ſeines Ergänzungskegels ſtehen auf einander ſenkrecht. 

Man ziehe an den gegebenen Kegel eine Tangentialebene, ſo iſt ihre 
durch den Urſprung gehende Senkrechte eine Erzeugende des Ergänzungskegels; 
dieſe Senkrechte bildet alſo auch mit der Erzeugenden, längs welcher die 
Tangentialebene den gegebenen Kegel berührt, einen rechten Winkel; mithin 
ſtehen nach dem vorigen Satz die Polarebenen beider Erzeugenden hinſichtlich 
des gegebenen und des Ergänzungskegels auf einander ſenkrecht; wir haben 
ſomit als ſpeziellen Fall dieſes Satzes den folgenden: 

Die Tangentialebenen eines Kegels und ſeines Ergänzungs— 
kegels, welche durch zwei auf einander rechtwinklig ſtehende Er— 
zeugende beider Kegel gehen, ſchneiden ſich ſenkrecht. 

Wir nehmen zwei durch den Urſprung gezogene Gerade an: 

tz = O Y T 52 = o und x e o F 82 
ihre Polarebenen hinſichtlich des gegebenen Kegels mix? + n?y? = 
nach 6. 


3 


0: 
. 


7 


ſind 


max ＋ ny ＋ 2 0 mea Xð& ＋ n28˙ 7 ＋ 2 0 

Soll nun die erſte Gerade auf der Polarebene der zweiten liegen, ſo 
muß die Bedingung erfüllt fein meπ + m2“ — 1 = 0; dieß iſt aber auch 
die Bedingungsgleichung dafür, daß die zweite Gerade auf der Polarebene 
der erſten liegt: * 

Gegeben ſind ein Kegel zweiten Grades und zwei Ebenen. 
Die Polare der erſten Ebene liegt auf der zweiten Ebene; dann 
liegt die Polare der zweiten Ebene auf der erſten. Die Polaren 
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von allen Ebenen, die durch eine Gerade gehen, liegen auf der 
Polarebene der letzteren. 

Dem Durchſchnitt der Polarebenen max Angy + z= o und max 

+ n?3’y + 2 s entſprechen die Gleichungen f 
1 64 — 8 a — u 
9. * ＋ 2 = rn 1 . * u 

Diefe Gerade und die beiden gegebenen Geraden x+az=0, IB o; 
Xx ＋ 47 = o, y+Pz=o bilden ein Polardreikant. Die letzteren 
Linien wollen wir mit A und B und die Linie der Gleichung 9 mit C bgzeich⸗ 
nen. In der Gleichung der Projektion von C auf der xz Ebene fehlt die 
Größe n, alſo iſt dieſe Projektion dieſelbe für alle diejenigen Kegel m?x? 
+ n?y? = 22, bei welchen m fonftant iſt. Die Durchſchnitte derſelben mit 
der xz Ebene entſprechen der Gleichung mx = +z; ebenſo iſt die Projektion 
von C auf der yz Ebene konſtant für ſolche Kegel, bei welchen n, ode die 
Durchſchnitte mit der yz Ebene ny = +z konſtant find. C tft die Polare 
der durch die Geraden A und B beſtimmten Ebene. Wir haben omit 
den Satz: 

Die Polaren einer durch den Urſprung gehenden Ebene in 
Beziehung auf alle Kegel, welche die Coordinatenaxen zu Haupt⸗ 
axen haben und eine der Coordinatenebenen in denſelben Linien 
ſchneiden, liegen in einer zu dieſer Coordinatenebene ſenktech— 
ten Ebene. 

Durch B gehen die beiden Ebenen BA und BC; die erſte iſt die Polar— 
ebene von C und die zweite die Polarebene von B. Die Gleichungen diefer 
Ebenen ſind alſo 
(8 8) x - (a - ) y ＋ (aß - 45) 2 O max ＋ ny ＋ 2 = O 

Der Coſinus des Winkels derſelben iſt nach dem Ausdruck 

pp’ + qq’ + 1 
Vp?+gq? + 1Vp‘? + 4 * + 1 ’ 
welcher den Coſinus des Winkels der Ebenen px qu z = o und 
px ＋ d ＋ z = 0 vorftellt, 
(8 — P) ma — (a. — a) n + 48“ — 45 
V(E.— a)? + (8. — 8) + (ag! 4) WMI + np: 1 
Soll dieſer Winkel gleich 90“ ſein, ſo muß die Bedingung erfüllt werden 
(5 — PM miæ — (a. — 4) ng ＋ af — ud = o 
Hiebei iſt jedoch zu berückſichtigen, daß me + n23B — 1 = 0 fein nuß, 
weil die Polare A auf der Polarebene von B — ſoll; der letzte Ausbruck 
14 8.5 
I 

Dieſer Werth in die vorige Gleichung geſetzt, führt nach einigen Riduk— 
tionen zu 
10. (n?—m?) (1 + 1288) (1m?) (1 260 6, — (1 + n?) mea“ = O 

Zwei ſolche Ebenen, wie BA und BC, welche die Eigenſchaft haben, daß 
jede die Polarebene der auf der andern liegenden Polaren iſt, heißen kmju— 
girt. Wenn je zwei durch eine Gerade B gehende konjugirte Polarebenen auf 
einander ſenkrecht ſtehen ſollen, ſo muß die Gleichung 10 für jeden Verth 
von ß erfüllt werden; es müſſen alſo darin die Ausdrücke mit 8 und ohie 8 
einzeln gleich Null ſein. Dieß gibt 
(nme) n? = n?—m? + (m') (1 +19’ — ((n) me = 0 


gibt « = 
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Die erſte Gleichung kann, außer im Fall des Drehungskegels, wo m n 
iſt, nur dadurch befriedigt werden, daß 8° — o geſetzt wird. Die Gerade B 
liegt alſo in der xz Ebene. Hiedurch verwandelt ſich die zweite Gleichung in 
n? — m? — (1 + n?) me = o, woraus man findet 


i 
f m n 
a = m E 8 


und die Linie B oder x+az=o y+ 5“ — 0, welche die Eigenſchaft 
hat, daß je zwei durch dieſelbe gehende konjugirte Polarebenen ſenkrecht auf 
einander ſtehen, entſpricht den Gleichungen: 


1 1 

m rs 
2. yo “ —— 0 

ar +1 


Died find die Gleichungen der Fokallinien; wir haben alſo den Satz 
(von Chasles): 

Je zwei durch eine Fokallinie gehende konjugirte Polar— 
ebenen ſtehen ſenkrecht auf einander; mithin trifft eine Fokal— 
1 den zu ihr ſenkrechten Schnitt des Kegels in feinem Brenn— 
punkt. 

Die Kreisſchnitte des Kegels m?x? + n?y = 22 find durch die Gleichun— 
gen ausgedrückt: 


Vu 
42; Yıala nr 2 0 


2 2 
Aus 12. erhält man für den Ergänzungskegel 112 41 12 5 
I 
13,3. —— z=0 
3 
m? n? 


Durch Vergleichung von 11. und 13. findet man den Satz: 

Die Kreisſchnitte des Ergänzungskegels ſtehen ſenkrecht 
auf den Fokallin ien des gegebenen Kegels und umgekehrt. 

Wenn die Gerade x+ az = 0 y 52 = 0 eine Erzeugende des Ke— 
gels m?x? + n?y? — 22 fein ſoll, jo muß fie die Bedingung erfüllen m?«? 
＋ 82 — 1 = 0. Dieſe Erzeugende trifft die Ebene des Kreisſchnitts 


2 
775 vol eh 2 = kim Punkt K; 0 iſt der Urſprung. 
a 1 
OE (1 2 ö 
Ar | 1 1 ) 
(F u 
Die Ebene des Kreisſchnitts y — nent 2 k“ wird in K ge⸗ 


ſchnitten, 
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— ; k‘? 
O2 (1 ＋ 4 ＋ 550 — 
( m? + AN 
n? — m? 
8 eig k? k’? 
Are. Are BUS: 
*. 07 = (1 ++ PN) 77 — LES! z 
( n? m? 
ES. 41 — ma 
oder wenn man für 82 feinen Werth — ſetzt 
. 2 2 
1 + a? + See, 
oK . 0K“ = 1— m?a? Ri m? + 5 KK“ 
n? m 
n? eu 2 
14. OK. Ok- = — K. k 


Wenn man von der Spitze eines Kegels nach allen Punk— 
ten von zwei Kreiſen, welche verſchiedenen, unter ſich nicht pa: 
rallelen Syſtemen von Kreisſchnitten angehören, Erzeugende 
zieht, ſo iſt das Produkt der Entfernungen der Durchſchnitts— 
punkte auf jeder Erzeugenden von der Spitze konſtant. zwei 
Kreiſe eines Kegels, welche nicht parallel ſind, liegen auf 
einer Kugel, und noch auf einem zweiten Kegel, deſſen Axen 
parallel mit denjenigen des Hauptkegels ſind. 

Die Mittelpunkte aller Kugeln, auf welchen zwei 1 des Kegels 
ax T — liegen, find in der yz Ebene, wenn n > m tft, und in 
der xz Ebene, wenn m Dem iſt. 

Alle Kugeln, welche eine cyeliſche Ebene (Chasles nennt diejenigen Ebe— 
nen cyeliſche, welche durch die Spitze des Kegels parallel mit den Kreis— 
ſchnitten gelegt werden) in der Spitze des Kegels berühren, ſchneiden den— 
ſelben in einem Syſtem von Kreisſchnitten. 

Man ziehe in der yz Ebene die Durchmeſſer von zwei Kreisſchritten, 
HK und H’K’, jo iſt HKK’H’ ein Kreisviereck, in welchem die Dingenalen 
HK’ und HK ſich in J ſchneiden. ] iſt die Spitze des zweiten Kegels, auf 
dem beide Kreisſchnitte liegen; die Axen dieſes Kegels ſind parallel mit den 
Coordinatenaxen, denn die Halbirungslinien der Winkel HOK, HJK find nach 
einem bekannten Satze vom Kreisviereck unter ſich parallel. 

Eine durch 0 gehende Erzeugende des Kegels ſchneidet zwei nicht parallele 
Kreiſe in K und Kk“; die Tangenten der Kreiſe in K und K“ bilden mt der 
Erzeugenden nach enkgegengeſetzten Seiten hin gleiche Winkel. Dieß gilt auch 
im Durchſchnittspunkt, wenn die Kreiſe einen ſolchen haben; hieraus folgt 
unmittelbar der Satz von Chasles: Jede Berührungsebene ſchneidet die cyeli⸗ 
ſchen Ebenen in zwei Geraden, welche mit der Berührungslinie gleiche Vinkel 
machen; nun ſtehen eine Erzeugende und die Fokallinien des Ergänzungskegels 
beziehungsweiſe ſenkrecht auf einer Berührungsebene und auf den cyeiſchen 
Ebenen des gegebenen Kegels, alſo bilden die durch die Fokallinien und eine 
Erzeugende gelegten Ebenen beim Ergänzungskegel, und alſo auch bei jedem 
Kegel gleiche Winkel mit der Ebene, welche den Kegel längs der Erzeugenden 
berührt. Chasles: Académie de Bruxelles, tom VI, 1. 1830. 


http://rcin.org.pl 


a 


Zwei nicht parallele Kreiſe eines Kegels ſtehen in derjenigen Verwandt: 
ſchaft zu einander, welche ein ſpezieller Fall der Transformation durch reci— 
profe Radienvektoren iſt. Wenn man von einem feſten Punkt 0 nach allen 
Punkten einer Fläche oder Kurve Radien OK zieht, und auf ihrer Richtung 
die Punkte K“ fe annimmt, 1 5 

ee 
ſo liegen letztere Punkte auf . verwandelten Fläche oder Linie. 
Für die Hauptkrümmungshalbmeſſer einer Fläche gilt folgende Gleichung: 
Ak 


h = ＋ Vi — Alg 
kd=(1+p?+ d) % ; h= (HT) TT (Ipo t - 2pgs; g rt — s? 
Mit Benützung der Gleichungen 2 finden wir g = 0 


R = SR. 5 
h 
. (22 max? + n?y 29 

R 5 . 

un RT 95 G me 0X2 2manzx Ay N 
ä 22 ( K mex Hy 

men! z (X + y?) + (mix! ＋ ny) 

1% 


BR (x: + * Tr 4,2) 
da mex? ＋ ny? = 22 iſt. 


§. 20. Zuſammenſtellung von Formeln für die Flächen zweiten 
Grades. Schluß. 


C. Die beiden Paraboloide. 
y? 2? y? 2? 
— — = X u rn. ='2 
m n im n 
Die erſte Gleichung ſtellt das elliptifche, die zweite das hyperboliſche Paz 
raboloid vor. 
Die nachſtehenden Formeln beziehen ſich aber alle auf das elliptiſche 
Paraboloid. Will man ſie auf die zweite Fläche anwenden, ſo darf man nur 
— u ſtatt + n feßen. 


n R J nz n?y 
9, D F — — 
p 22 4 an zur 425 Zz 
n?x 
ie 3 
mZz 


Die allgemeine Gleichung der Tangentialebene z’ — z = p — x) 
+4 — y) wird 
. a ee Zee 2 


Dieß iſt die Gleichung der Tangentinl: be der Polarebene des Punkts 
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(X, y), je nachdem er auf der Fläche liegt oder nicht. Bewegt er ſich 
auf der Geraden 

* ＋ . 2 Y ＋ 82 b 
ſo erhalten wir durch die 5 von 3. 5 4. 


b x 7 a LER 
ER N (- m 2 1 1 
Soll dieſer Ausdruck von 2“ e ſein, ſo muß *r — 3 
— o und — . y+ 1 + a eh werden, oder, was daſſelbe ift, 
8 2b ab — Ba n 
5. 13 * 2 O a 25 


4. und 5. find konjugirte Polaren. 
Der Coſinus des Winkels der Geraden X pz = o und y+qz=o;, 


: pp +aq +1 5 
X z o und y ＋ gz=oift —————— ——.:. ———6:Alſo 
xD y q VI+p FVI Hp? 97 
ift der Coſinus der Polaren 4 und 5 
(n — m) 5 — 2b 
VI ＋ 4 ＋ 82 Vn 787 + 4b? + m? 

Wenn dieſer Winkel ein Rechter ift, ſo muß die Bedingung erfüllt 

werden 


7. (n — m) 5 — 2b = 0 

In den Gleichungen 5 ſind die enen von 2 unabhängig von « 
und 8 hieraus folgt: 

Die Polaren aller N welche in einer mit der xAxe 
parallelen Ebene liegen, ſind unter ſich parallel. 

Der Ausdruck 6 iſt unabhängig von a, woraus man ſchließt: 

Alle Gerade, welche in einer auf der yzEbene ſenkrechten 
Ebene liegen und unter ſich parallel find, bilden mit ihren kon— 
jugirten Geraden denſelben Winkel. 

Angenommen, der Pol (X 5% z) bewege ſich auf der Ebene 

8. ax! ＋ 6, ＋ 17 = 
ſo verbinden wir die Gleichungen 3 und 8 und erhalten 


* 4 0 Nr „it 


Wenn dieſer Ausdruck von y und 27 unabhängig fein foll, fo müſen 
die Relationen ſtatt finden: 
9 1. mp, N 


N =—- ; z = 
7 7 ie 


2a 
Dieß find die RR des Pols der Polarebene 8. Man kann die 
Gleichung 8 auch in dieſer Form 1 


4 E 11 8 
Wenn ſich die bereue parallel mit ſich ſelbſt bewegt, ſo bleiben die 
Verhältniſſe = und . alſo auch die Werthe von y und z in 9. unge— 
ändert; hieraus ſchließt man: 
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Die Pole aller unter ſich parallelen Polarebenen liegen in 
einer mit der XAxe parallelen Geraden. 

x, Y, 2 find die laufenden Coordinaten der Normale, deren Fußpunkt 
auf der Fläche (X/ yz“) iſt. Die Gleichungen dieſer Normale find: 


n n 1 m -n 
A ar x’ 2 „ e 
1 22 N 2 Y W 2 m 
l : n mon 
Setzen wir z= o, ſo wird x — x = 255 5 . woraus 


olgt: 
f ei einem Paraboloid ift die Differenz der Abſtände des 
Fußpunkts einer Normale und ihres Durchſchnittspunkts mit der 
xy&bene von der yzEbene konſtant; wie auch das Verhältniß der 
Abſtände dieſer beiden Punkte von der xz Ebene. 

Setzen wir noch x’ = const., fo iſt auch x konſtant; ebenſo iſt es bei 
y’ und y: 

Die Normalen, deren Fußpunkte eine zu einer Hauptebene 
parallele Kurve bilden, ſchneiden eine andere Hauptebene in 
einer Geraden, die zur erſten parallel iſt. 


Die Entfernung der Ebene ax + By + yz = 1 vom Urſprung ſei P, 
; 1 ’ A : 
ſo id R NR die Gleichung 3 der Tangentialebene des _ 
Paraboloids können wir auch unter dieſe Form bringen: 
x 2y' 22 
e 
die Entfernung b derſelben vom Urſprung iſt ſomit gleich 
. x’ 


11. 


An 


4 42 
r m > 
P ift die Entfernung der Tangential- oder der Polarebene des Punkts 
(x, y', 2) vom Urſprung oder Scheitel des Paraboloids, je nachdem dieſer 
Punkt auf der Fläche liegt oder nicht. Bei den zwei Paraboloiden 
2 
5 + — — x, wo m und n gleiche abſolute Werthe haben, find 
alfo die Entfernungen der Polarebenen eines und deſſelben 
Punkts vom Scheitel gleich. 


Bewegt ſich der Pol auf der Fläche 175 71 k oder 
+ ın? n? 


4 
welche ein zweimantliges Hyperboloid iſt, fo berührt feine Polarebene die 
Kugel x ＋ y ＋ 22 kT. 
Die Formeln 29 und 30 des F. 4 heißen f 
1 1 1 N 


F EI N 
NH. H/ k N RB 
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Mit 5 der en 2 en wir 


＋ * 42 
e tr) Sl N) 
18 
g = rt = s? = Am zi 
h= (LG YT CTP) = — 1 >- Ausb. u. CA 
R n 
R. n n? 2 
4m (2 * gr + y?) 
2 1 m +n 
a * Sure 
R Br or 1 n? n? 2 592 
m (2. ＋ + 47 ) 
1 h+vh?— 4ktg 
ER! 2k3 
Ye Bl * 42? 
4 EN VER ARE N tm 
1 ü mn 4a? 1 
. fe 5 + =)" 


Die allgemeine ETUI AP I0R der Krümmungslinien ift 

dy 2 d : 

) s pd AH AH IR Us + par = 0 
Mit Hülfe der Stihungen 2 erhält man für das elliptiſche Paraboloid 

m 7 eh arg Ax dy 
n dx RD dx 

Durch Differenziation 

dy m—n dy m n Ax dy yn—n 7dyy? 1. 

dx? 2 n Y = Ba 1 2 )+ Ur ) —1)=0 


Setzt man hier aus der vorigen Gleichung 
m — n — Ax dy m- n 1 He 


2” dx n (dx 


ſo ergibt ſich 


e ee 


oder nach Weglaſſung des e Faktors 
d?y 
ee + (4 1 


— 
91 a7 ß 


und durch Integration 


durch nochmalige Integration 
2 
12. —=Psitr 
Dieß iſt die Gleichung der Krümmungslinien auf dem Paraboloid: 5 läßt 
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ſich beſtimmen mit Hülfe der Differenzialgleichung der Krümmungslinien, und 


15 z; wir erhalten dadurch 


1 3 o 
und mit Hülfe von 12. 
n? 
(3 * 1 S 


Durch Verbindung von ie mit der Gleichung 1 des Paraboloids er: 
"= wir . 


C r 0 


m 

Die Gleichungen 12 und 13 enthalten folgenden Satz: 

Die Krümmungslinien des Paraboloids projieiren ſich auf 
die beiden durch die „Axe gehenden Hauptebenen als Parabeln, 
und auf die dritte Hauptebene als Hyperbeln (Ellipſen). 

Die Gleichung der Tangentialebene des Paraboloids können wir auch 
unter dieſe Form bringen: 


2y' = 
x * mx⸗ 15 N 


Es ſei P das vom Urſprung oder den Scheitel des Paraboloids auf 
dieſe Tangentialebene gefällte Perpendikel, ſo iſt nach der allgemeinen Formel 


Sn Ve T r HR für die auf die Ebene ax En By ＋ 72 1 herab⸗ 
5 Y 
gelaſſene Senkrechte 


% N 
1 + I 


x 
72 Tre 
n? 


Mit Zugrundlegung dieſes Werths können wir den Ausdruck für 1 


8 ER — h V — AK 
vereirfachen, indem wir in 1 = 22 T = 8 ſetzen 
4 „ e u. Se 
Mr 2 C 75 J pr 
. Arne Anz? 
Fe 1 FR): 
ee * 4 
mx /m 4 m dx eh An xs 
3 AP U mi ve ET mp? ) 


4mnx? 


p (u n e e e 


Die Fa der geodätiſchen Linien auf irgend einer Fläche iſt nach 
Joachmsthal: 
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dXd?x + dYd?y+ dZd?z Xdx-+Ydy+Zdz dxd?x+dyd’y+dzd?z 


X d + dYdy + dd „ xz + dy? + dz? 
Bei der Flüche + ni 
XI; . 22 
In 5 
9 
N .it; 4 — 4 


dx dx + dYdy + dz dz = 25 dy? + = dz? 


X d; + av dy + dude dd dad 
dv | ede 
dXd?x + dYd2y+ dZd%z TEE TR \ 1 ( e 
dE + dar + d I a e 8 
m n 


1 D 
rm 2 d (A ＋ (1 290 2 og (1 197 En 


dxd?x + dyd?y ＋ dz d: 1 f 8 
e e ag 757 log (dx? + dy? + dz?) 
Man erhält ſomit für die Gleichung der geodätifchen Linien auf dem 
Paraboloid ein erſtes Integral: 


1% + Ydy + Zdz _ 


47 422 „dx? + dy! ＋ dz? 
r Fe en ur 
— . 7 
m n 


indem man die Konftante mit 0 bezeichnet. dx? + dy + dz? ift — ds?, 
2 422 x? 


ds iſt das Element der geodätiſchen Linie, 1 + * 


n? P 
„dx? ＋ dy: + dz? 1 1 5 
. dy? dz? :ı ’ dy® de? C085 + co 
m 1 m ds? n ds? m n 


wenn die Winkel, welche die Tangente der geodätiſchen Linie, oder das Ele: 
ment ds mit den y und 2 Axen bildet, durch 6 und 7 bezeichnet werder. 
Die Gleichung 16 verwandelt ſich alſo in 
x? cos 28 cos?y 
17. 0-5 (+ ) 


m n 


2 2 
+ 1 AR 
Wenn die Gleichung des Paraboloids in dieſer Form gegeben iſt, fo 


hat man 


111 rent en e 
. e G mz 

a 2* 22 8 

Sr+ 2 n 2 5 TYÄLTTE FI 


Dieß ſind Die Gleichungen ve Tangentialebene im Punkt (X y Z). 


http://rein.org.pl 


97 


Das vom Urſprung auf die Tangentialebene des Punkts (x, y, 2) ge: 
fällte Perpendikel P hat den Werth 


ni x+2e 
Ay 4z? 
Vi+ nt 
15 V2 — Akte f 
In der Gleichung = = — ch 275 9 haben wir 
0 n? EN AR: 
* a ( # Tr 
2 n’ 
u Am 23 


6 G Ar 1 258 Am (m ＋n ＋ Ax ＋ 40) 


FF N 2 2 
1 un dx Cd Man La TAO An(I＋ A Men ei 


m? n? 
1 Sat mn € + Ay? dan Kin 
* m? n? 


$. 21. Die homofokalen centrifchen Flächen zweiten Grads. 
Das Llipfoid und die beiden Hyperboloide. 


Wir nehmen drei zu einander rechtwinklige Axen an. Die Lage eines 
Punkts im Raum läßt ſich mittelſt dieſer Axen auf ſehr verſchiedene Weiſe 
beſtimmen. Die gewöhnlichſte und einfachſte beſteht darin, daß man durch 
denſelben drei zu einander und zu den Coordinatenaxen ſenkrechte Ebenen legt, 
welche die Axen in drei Punkten ſchneiden, deren Abſtände vom Urſprung 
beziehungsweiſe gleich x, y, 2 find. Dieſe Größen find die rechtwinkligen 
Coordinaten des Punkts im Raum. Bewegt ſich derſelbe auf einer dieſer 
drei Ebenen, z. B. auf derjenigen, die auf der 2 Axe ſenkrecht ſteht, ſo hat 
man die Gleichung 

z = Const. 
für die genannte Ebene. Für jede beliebige Linie, die der Punkt auf diefer 
Fläche beſchreibt, gilt die Gleichung 2 = const. Ferner find 
2 = Const. y = const. 

Die Gleichungen des Durchſchnitts von zwei Ebenen, die auf den Axen 
der z und y ſenkrecht ſtehen. Will man von einem Punkt (x, y, 2) des 
Raums zu einem beliebigen andern übergehen, ſo gibt man den Coordinaten 
x, y, 2 die Veränderungen J, m, n und nennt den zweiten Punkt (x + ], 
m, 2 n). 

Eine zweite Art, die Lage eines Punkts im Raum zu beſtimmen, beſteht 
darin, daß man durch denſelben nicht drei zu den Axen rechtwinklige Ebenen 
oder Flächen erſten Grades legt, ſondern drei zu den Axen rechtwinklige 
Flächen zweiten Grades, nämlich ein Ellipſoid, ein einmantliges und 
ein zweimantliges Hyperboloid. Dieſe Flächen bezeichnen wir mit 
(5; (; (); ihre Gleichungen find 


Böklen, Geometrie. 7 
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x? y? 7 x? y? 22 
1 0 + 0? — bs 5 0 — 07 u? + am er— u? 1 
x? y? 2? 
. 1 


b und ee find zwei konſtante Größen, die als gegeben angenommen wer— 
den müſſen; und die Betrachtung vorſtehender Gleichungen führt ſogleich 
darauf, daß dieſe Größen nichts anders ſind, als die Diſtanzen der Brenn— 
punkte vom Mittelpunkt bei denjenigen zwei Diametralſchnitten der drei Flä— 
chen, die in der xy Ebene und in der xz Ebene liegen. Bei dem dritten 
Diametral- oder Hauptſchnitt, welcher in der yz Ebene liegt, iſt die Entfer— 
nung des Brennpunfts vom Mittelpunkt Voi bi. Es iſt e b an⸗ 
genommen. Da die durch die Gleichungen 1 repräſentirten Flächen die 
Eigenſchaft haben, daß bei ihren Hauptſchnitten die Brennpunkte gemeinſchaft— 
lich ſind, ſo nennt man ſie homofokal. 

Die großen Halbaxen der centriſchen homofokalen Flächen zweiten Grades, 
des Ellipſoids (), des einmantligen Hyperboloids (u) und des zweimant— 
ligen Hyperboloids (») find e, % und „. ft >c>b und kann jeden 
beliebigen Werth zwiſchen e und os annehmen. i iſt eingeſchloſſen zwiſchen 
den Grenzen e und b, es müſſen alſo vr die Ungleichungen ſtattfinden 

c>u>b 
endlich bewegt ſich » zwifchen he fenen b und o, d. h. 
bo 

Es iſt nun klar, daß ein Pant im Raum beſtimmt iſt, wenn die Größen 
o, h und » gegeben find, d. h. wenn man die großen Halbaxen der drei 
durch ihn gelegten homofokalen Flächen kennt. Denn, da b und e» unter 
allen Umſtänden als gegebene Parameter angenommen werden, ſo ſind durch 
Beſtimmung von e, % und „ auch die übrigen Axen der homofokalen Flächen 
(9), (u) und (u) gegeben. Wir bezeichnen den Punkt, bei welchem die großen 
Halbaxen der drei durch ihn gehenden homofokalen Flächen beziehung weise 
gleich 0, U und » find, mit (%%%) und nennen , U und » die elliptiſchen 
Coordinaten dieſes Punkts, ganz ähnlich, wie man x, y, z die rechtwink— 
ligen Coordinaten des Punkts (x,y,z) heißt, welche die Abſtände vom Ur— 
ſprung der drei durch ihn gehenden auf den Coordinatenapen ſenkrecht ſtehen— 
den Ebenen ſind. 

Bewegt ſich der Punkt auf dem Ellipſoid (9), ſo iſt ſeine Gleichung in 
elliptiſchen Coordinaten: 

const. 
bewegt er ſich aber auf den Flachen (o) und (w) zugleich, fo beſtehen die 
Relationen 
const. = const. 

Da nun, wie dieß ſpäter gezeigt werden wird, die homofokalen Flächen 
ſich gegenſeitig in ihren Krümmungslinien ſchneiden, fo ſieht man ſchon hier, 
welche einfache Form die Gleichungen dieſer Linien bei Zugrundelegung ellip— 
tiſcher Coordinaten bekommen. Wenn wir die Gleichungen der Krümmungs— 
linien des andern Syſtems haben wollen, ſo dürfen wir nur annehmen, daß 
ſich der Punkt auf dem Durchſchnitt des Ellipſoids (e) und des zweimantligen 
Hyperboloids (5) bewege, * erhalten alsdann 

= Const. 9 = const. 


Es handelt ſich jetzt zunachſt darum, den Uebergang von den gewöhn— 
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lichen Coordinaten x, y, 2 zu den elliptiſchen e, 4, » zu finden. Zu dieſem 
Zweck bemerken wir, daß ſich die Gleichungen 1 auch ſo ſchreiben laſſen: 


22 x? .y? 22 


x? y? * 
2 0 75 0? —b? * 92 — c. 1 u? + u? — b # w—c? 2 
x V. RE 
v? * u 3 +5 en‘ { 


wobei immer vorausgeſetzt iſt, daß die Grenzen ee eb, c>u>b, 
e Sb r eingehalten werden. Aus den Formeln 2 laſſen ſich die Werthe 
von e, %, » als Funktion von b, e, x, y, 2 ausdrücken. Da aber dieſe 
Gleichungen eine und dieſelbe Form haben, fo können wir e, U, v als die 
5 
drei Wurzeln von = Fir % 5 * 9 25 r anſehen, welche Glei— 
chung ſich auch unter dieſe Form bringen läßt 
3. 06 — G + y 2 A be A c +0? b + c) x2 + C252 + b2 22 bac — bꝰcꝛx2 = O 
fie iſt in Beziehung auf ee vom dritten Grade; wir betrachten alſo 9: als 
die Variabele. Nun iſt nach den bekannten Sätzen über die Coefficienten der 
Gleichungen mit einer Variabelen der Coefficient von e“ gleich der Summe 
der drei Wurzeln, derjenige von e gleich der Summe der Produkte von je 
zweien der Wurzeln, und endlich der Ausdruck ohne e gleich dem Produkt der 
drei Wurzeln. Letztere bezeichnen wir mit , , „ und erhalten demnach 
0 ＋ u ＋ „ = xX ＋ 2 4 22 4 be ＋ 0 

5. 0% + oWw? + „% = (be ＋ ci) x2 + ci + bz + b2e? 

6. C % — becxe 
Hieraus ergibt ſich ſogleich 85 

Deine ' 

8. b Wer — bz. y Vet — BP Va? = bi Vb — 72 

9, 0 e ee NE eee ene 

Die vom Mittelpunkt O nach einem Punkt M oder (2,% ) gezogene 
Gerade bezeichnen wir mit H, fo iſt H?—= x? + y? + 22 oder nach 4. in 
elliptiſchen Coordinaten 

0. H? = og? +u? +»? b — c? 

Die Gleichung einer Kugel, deren Mittelpunkt O ift, in elliptiſchen Coor— 

dinaten heißt ſomit 
0? ＋ % ＋ 5 = const. 

Die Gleichungen des Durchſchnitts dieſer Kugel mit dem Ellipſoid (e) 

oder einer ſphäriſchen Kurve auf dieſer Fläche ſind 
12. % ＋ v = const. e = const. 

Aus 11. erhalten wir folgenden Satz: 

Bewegt ſich ein Punkt im Raume ſo, daß ſeine Entfernung 
vom Mittelpunkt oder Urſprung des Coordinatenſyſtems kon- 
ſtant iſt, fo iſt die Zuadratſumme der drei großen Halbaxen von 
den durch ihn gehenden homofokalen Flächen konſtant. 

In der Gleichung 5 ſetzen wir (b? + o) x? + c?y? + b?z? = const., 
d. h. wir laſſen den Punkt (x,y,z) ſich auf einem Ellipſoid bewegen; dann 
erhalten wir aus 5. 

o?w? + % + w?v? = const. 

Dieſe Gleichung enthält den Satz: 
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Bewegt ſich ein Punkt auf der Fläche (be gc) x? + c?y?+b?z? 
— const., fo iſt die Quadratſumme der drei Rechtecke, welche ſich 
aus je zwei großen Halbaxen der drei durch ihn gelegten homo: 
fokalen Flächen bilden laſſen, konſtant. 

Die Gleichungen 6 und 7 ſind identiſch. Setzen wir in 7., 8. und 9. 
der Reihe nach x, , 2 konſtant, fo ergeben ſich die Reſultate 

(e = const. 
Ve: —— be NV — b?Vb? — „ — const. 
9 — eb Ve? — u Ne, — „ = const. 
Hierin iſt dieſer Satz ausgeſprochen: 

Bewegt ſich ein Punkt in einer Ebene, die parallel mit 
einer der drei Coordinatenebenen iſt, ſo iſt das Produkt der 
drei auf dieſer Coordinatenebene ſenkrechten Halbaxen von den 
homofokalen Flächen, welche ſich durch den Punkt legen laſſen, 
konſtant. 

In 7. können wir ſowohl x als auch „ konſtant annehmen, und erhalten 
fofort 


4 const. 

In dieſem Fall bewegt ſich der Punkt auf einem Schnitte von (e), wel⸗ 
cher parallel der yz Ebene iſt; ein ganz ähnliches Reſultat würden wir aus 
den zwei andern Gleichungen erhalten haben, indem wir irgend zwei von den 
ſechs Größen, x, y, z, , 4, » in einer derſelben als konſtant annehmen. Hie— 
durch erhalten wir den Satz: 

Gegeben iſt eine centriſche Fläche zweiten Grades und ein 
Schnitt parallel einer der Hauptebenen; durch alle Punkte des 
Schnitts laſſen ſich zwei homofokale Flächen legen; diejenigen 
Scheitel dieſer Flächen, die auf einer Axe liegen, ſenkrecht auf 
jener Hauptebene, bilden eine Involution. 

Das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades gefällte Perpendikel bezeichnen wir im folgenden ſtets mit P; 
man hat dafür den Ausdruck (F. 18, = 


Be 2 2 
W 
45 ta ah iſt die . der Fläche. Wenn wir den 


Werth von P ein elliptiſchen Coordinaten haben wollen, ſo müſſen wir ſtatt 
a?, be, c? bei dem Ellipſoid e La — b, 0? — ce? ſetzen, und für x, y, 2 
ihre Werthe aus den a 7, 8, 9 ſubſtituiren, dadurch erhalten wir 
für den Ausdruck unter dem Wurzelzeichen 

‚ey? ‚(2 bb —r}) (e — u?) (e — 59 

e?b?c? (e — bi) b ( — 57) (e — c c? (c? — b?) 

Wenn wir der Einfachheit wegen den Index 2 weglaſſen, und die Brüche 
gleichnamig machen, ſo ergibt ſich 
ur (-b) Cee (e- + (= b, Yee) e EC A= @—b)b 

e(e—b)(e— c) be ( —b) 
Die drei Sante des Nenners var wir der Reihe nach mit 


A, B, C und erhalten . — 
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A — ur foge — geb — gce + ebe — bec + beb + bee — beb} 

B = oc ſube — ube - e + ue — bbe + bbe + bie — bye] 

C = ob fceg — ccb — erg + ob — ue + uch + uve — mb} 

Nachdem man in der Summe A+ B + C die ſich gegenfeitig aufheben: 
den Glieder geſtrichen hat, bleibt noch 
AB C= ur(bec—beb) + go(bee—bbe) — ou (ebe beb) — or (ebe heb) 

= be (c— b) (e + ur — ou — or) 
be (o - b) (e - ] (e — 8 
Mit Hülfe dieſes Werths von A+ B C redueirt ſich der Bruch auf 
( — 0 ( — 5) 
0 (e — b) (e - c) 

Wenn wir den Index 2 wieder ſetzen, ſo erhalten wir den Ausdruck 

@ Vo? — b? Ve 0 
Vor — ut Vor — „ 

Dieß ift einer der häufigen Fälle, wo ſich bei Anwendung elliptiſcher 
Coordinaten anſcheinend zuſammengeſetzte Ausdrücke, die aus mehreren zu 
ſummirenden Brüchen beſtehen, in Produkte auflöfen, welche für viele alge— 
braiſche Operationen ſehr bequem ſind. 

P ift das vom Mittelpunkt auf diejenige Ebene gefällte Perpendikel, 
welche das Ellipſoid (o) in dem Punkte berührt, wo es von dem einmant— 
ligen Hyperboloid () und von dem zweimantligen Hyperboloid (v) geſchnitten 
wird, oder was daſſelbe iſt, wo ſich die Krümmungslinien e = const. 
const. und e — const. „ const. ſchneiden. Will man das vom Mittel— 
punkt auf die Tangentialebene von (u) im Punkt (%% ) gefällte Perpendikel 
finden, jo hat man in 13. nur % ftatt o und 9 ſtatt „ zu ſetzen, und erhält 

u Vu? — be Vi — 08 u Vu? — pVer— ut 
Var — Var „ 1 Vor — Ne — 2 

Durch Verwechslung der Buchſtaben e und v gegen einander in 13. ers 
halten wir für das auf die Tangentialebene von () im Punkt (, ½ ) herab⸗ 
gelaſſene Perpendikel 

v * aa b?V»? — 0 BF Ver — 21 
V ER * Vi — u? * * fi — 2 Vu? a 

Eine ſolche Verwechslung der Buchſtaben e und a oder o und » ift da— 
rum zuläffig, weil die Gleichungen der homofokalen Flächen (e), (% und (), 
wie ſie in 2. dargeſtellt ſind, gleich lauten. 

Im Punkt (o, u, ) ſchneiden ſich die homofokalen Flächen (s), (, (); 
im Punkt (e + de, a, „) ſchneiden ſich die Flächen (e + de), (w), (); die 
Verbindungslinie beider Punkte iſt ein Element der Durchſchnittslinie der 
Hyperboloide () und 60). Wir bezeichnen dieſes Element mit ds und er— 
halten in rechtwinkligen Coordinaten die bekannte Formel 

ds — Vax? + dy? + dz? 

dx, dy und dz find die Projektionen von ds auf den Axen der x, Y 
und 2. Dieſe Projektionen kann man ſogleich aus den Formeln 7, 8, 9 
ableiten, indem man darin die Größen x, Y, 2 und E als die einzigen Varia 
bein betrachtet. Durch Differenziation dieſer Formeln ergibt ih 


E 
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be dx = uðᷣ de 
3 f d 7 
b Ves — be dy 5 be Vb — 72 


3 0 —— Ae 
( Ver — be. dz = 1 5 — e — 52 


4% be bb) | gr Ce (ern) 
n E c 2 
alſo ds? = b? c (b) b? (-b) FD J de 


2 4 
— Sr de? (ſiehe die Entwicklung von P) 


Auf ähnliche Weiſe läßt ſich der Werth des Abſtands ds“ der Punkte 
(e, , „) und (e, % + du, ») ableiten, indem man in den Formeln 7, 8, 9 
die Größen x, Y, 2 und w als variabel anſieht und differenziirt, oder eins 
facher, wenn man in 14. blos zw ſtatt e und g ſtatt w ſetzt 

T 
15. e 
Va? — bi Ver — ut 
und der Werth des Abſtands ds“ der Punkte (e, w, ») und (e, , „ dv), 
wenn man in 7., 8., 9. die Größen x, y, 2 und v als variabel anſieht und 
differenziirt, oder indem man blos die Buchſtaben e und » in 14. gegenſeitig 
vertauſcht 


16. ds“ = 


Vor — „ Ne — 55 
Vb — N — 22 

Durch Verbindung der Gleichungen 14 und 13 ergibt ſich 

de 

Das Produkt P. ds iſt ſomit unabhängig von „ und „Rund alſo für 
das Ellipſoid (e) konſtant. Wir können nach dem Vorhergehenden leicht die 
Winkel a, a“, a“ beſtimmen, welche das Element ds oder die Richtung der 
Tangente der Durchſchnittslinie von () und (v) mit den Axen der x, yındz 
bildet. Es iſt nämlich 

dy 


_ dx, „„ 
eos a = g; cos a! = g eos a Ads alſo 
V bi V — ce? Vi ec! Vu?—b? = »? 
bVer— DEV gt — ur V gt — „2 


18. cos a 


cosa’— 


be Ver — utvVor — 52 
0 Vo? — Ve WVe — 72 
c Ve? bi NV — A — 11 

Auf ganz gleichem Wege erhalten wir für die Coſinus der Winkel a, c“, 
d“, welche das Element ds“ oder der Durchſchnitt der Flächen (e) und (3 


gos 


mit den Axen bildet 141 
10. e ————— 
a be Vn — N 22 n 


Vor — cd. u. Vu? — bs N, — 54 
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und für die Coſinus der Winkel a, a“, a“, welche das Element ds“ oder der 
Durchſchnitt der Flächen (e) und () mit den Axen macht 


ouVb? — 2 Ve — »? 


20. cos a E 
be Ver — Ne — 7 
. Vo? — b? — b? Vu? — b? — b?Ve? — »?,» 
eos a! N 5 
bVe? — b2V 0? — Vu? a: 
ng Vo? — c?Ve?— u? vb? — 7. „ 
e = — — —, 


(Ver — b? Ve? — * NA — 7 

Chasles hat die vorſtehenden 1 auf ſynthetiſchem Wege ermittelt, 
deſſen Kenntniß gleichfalls von Werth iſt. Das vom Mittelpunkt auf die 
Tangentialebene des Ellipſoids (oe) im Punkte (0, %) gefällte Perpendikel 
haben wir mit P bezeichnet; es it parallel mit ds; die Winkel, welche das— 
ſelbe mit den Axen bildet, ſind ſomit gleich a, a“, a“ und nach einem ſynthe— 
tiſch ſehr leicht zu beweifenden Satze beſteht die Relation 

P eee 02 — b?) cos?a’ + (0? — c?) cosa“ 

Das vom Mittelpunkt auf eine parallele Tangentialebene von (w) gefällte 

Perpendikel ſei = 125 5 fo iſt 
P = u gs > + (u? — be) cos?a? — (ce? — w?) costa“ 
2 55 — o? — u? 

Hierin iſt der bekannte Satz von Chasles enthalten: 

Gegeben ſind zwei homofokale Flächen. Die Differenz der 
Quadrate der vom Mittelpunkt auf irgend zwei parallele 
Tangentialebenen dieſer Flächen gefällten Perpendikel iſt 
konſtant. 

In dem Punkt (%, ) ziehe man die Tangentialebene von (w) und eine 
parallele Tangentialebene N (0), jo iſt 

e d 

Derjenige Sending von (e), welcher ſenkrecht auf dieſen Tangential— 
ebenen ſteht, iſt gleich Vo? — . Denn wenn man drei beliebige kon— 
jugirte Semidiameter auf ? projieirt, fo iſt die Quadratſumme ihrer Projek⸗ 
tionen gleich P72. Man nehme nun für dieſe Semidiameter e welcher 
in (9, U, ») endigt, fo iſt das Quadrat ſeiner Projektion gleich P.. Der 
zweite Semidiameter D iſt parallel der Normale von (1) in (9, u, er alfo 
iſt er ſelbſt feine Projektion, der dritte D“ ift ſenkrecht auf D, allo iſt ſeine 
Projektion = o, mithin iſt . DD 

Ve. — 
— Vor — 11 2 — 2 

P. D. D“ iſt das 1 1 des Fin drei konjugirten Semidiametern des 
des Ellipſoids (o) konſtruirten Parallelepipeds. Dieſes Volumen iſt konſtant 
und gleich dem Parallelepiped der drei Halbaxen, alſo 

p22 Voi be NV — e 
ve: — wrVor — 2 — 2 

Bei dem unendlich nahen Ellipſoid (e + de) ſei das auf die Tangential— 

ebene des Punkts ( + do, , „) gefällte Perpendikel = P + dP, fo iſt 
(P + dP)? — ere 
PdP = ode 
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d ift aber gleich ds, alfo 


Vo — 1 eg? 
ds = d J Iv. Liouville. 1846. 
8 Ve ang: Ver Be oe (Journal v. Liouville 3 


Die Werthe von D und D“ können wir leicht analytiſch entwickeln; man 
hat nämlich die bekannten Gleichungen 
a?b?c? 


D2 572 = 2 D2 ＋ D' = a2 ++ — (x2 ＋ y2 ＋ 27) 
P ift das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene im Punkt (x, y, 2) 
2 2 72 
des Ellipſoids 1 + 17 — r — 1 gefällte Perpendikel; D und D“ find 
die Halbaxen desjenigen Diametralſchnitts, welcher dieſer Tangentialebene 
parallel iſt. Durch Anwendung elliptiſcher Coordinaten erhalten wir 
a?b2c? = 0? (e — b?) (g — c?) 92 0° (g* — b?) (e! — c?) 
(0? — #2).00? — Y?) 
a? ＋ be +0? = 30? —b?—c? x? + y? + 22=g? + u? + r?—b?— ce? (4) 
D D. = (er — u?) (g2 2 Dr + DR = 2 u?) + le? — r?) 
21. D= Vor— 42 
22. D/ Vor — 1 
Aus 18., 19. und 20. findet man 
cos a. cos + cos a“, cos d“ + cos a“. cos 4“ 
2 Vor_b? Vo er Vu?-b? Ver-u? $»?Ce2-b?)+e%(b?-r?) bee) 
b2e?(e?_ b2)(g?- u?) Ver v2 Vur_ 7 
= 


ebenfo 
eosa.cosa + cosa’.cosa’ + cos a“, cos a“ = O 
coS &. cos a + cos c. cos a“ + cos g“. cos a“ = 0 


Die centrifhen homofokalen Flächen ſchneiden ſich ortho⸗ 
gonal, und mithin nach dem Satz von Dupin in ihren Krüm- 
mungslinien. 

Dieſes Theorem wird ſpäter noch auf andere Art bewieſen werden. 

An die angeführten Formeln knüpfen ſich verſchiedene Betrachtungen an. 
Es ſei ABCD ein von vier Krümmungslinien auf einer Fläche zweiten 
Grads, z. B. auf dem Ellipſoid (e) gebildetes Viereck. Wir ziehen in den 
Punkten A, B, C, D die Tangentialebenen von (e) und bezeichnen die vom 
Mittelpunkt auf dieſelben gefällten Perpendikel der Reihe nach mit Pa, Po, 
Pe, Pa. In dem Punkt A ſchneiden ſich die homofokalen Hyperboloide (1) 
und (), dieſer Punkt werde alſo durch (2%) bezeichnet. In B ſchneiden 
ſich die homofokalen Hyperboloide (% und (/, alſo bezeichnen wir ihn mit 
(%); ebenſo bezeichnen wir C mit (ow‘»‘) und D mit (2%), weil ſich in 
dieſen Punkten die homofokalen Hyperboloide (u), (% und (, (5) ſchnei— 
den. Wir haben nun zufolge der Gleichung 16 folgende Relationen: 


T... a eve e 
a Vo? 2 utVor — y2 Ve— 4 N — 
e ZEIT Eee 
= Vor Ve Ver— u? Vo? zer v? 
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Hieraus läßt ſich ſogleich ableiten: 
23. Pa. Pe = Pb. Pd oder Pa: PD = Pd: Pe 
Wenn man auf einer centriſchen Fläche zweiten Grads ein 
Viereck bildet aus vier Krümmungslinien, und auf die Tang en— 
tialebenen in den vier Ecken vom Mittelpunkt aus Perpendikel 
fällt, ſo bilden dieſe Perpendikel eine Proportion. 
Zwei Gegenſeiten des Vierecks gehören dem einen Syſtem der Krüm— 
mungslinien an, und die beiden andern Seiten dem andern Syſtem. 
Aus der Gleichung 14 läßt ſich eine ganz ähnliche Folgerung ziehen. 
Es ſeien die Abſtände der Ecken A, B, C, D von dem unendlich nahen Ellip— 
ſoid (e + do) beziehungsweiſe gleich dsa, dsb, dse, dsa, jo haben wir die 
Gleichungen 
Voi u N — vi . 
dsa = | Ds N es aan de dsh = . 
Voi — bi Ver— « Veri — bie — e? 
Beh IE 72 fi =: * f 7 A BT 3 
e—u"Vvo Side l v 


= — — — , — d 
Ve: > Ve: * ve ap: ve: Se e 
24. dsa. dse = dsp . dsd oder dsa: dsb = dsd: dse 

Die Abſtände der Ecken eines von vier Krümmungslinien 
auf einer Fläche zweiten Grads gebildeten Vierecks von der 
unendlich nahen einſchließenden homofokalen Fläche bilden eine 
Proportion (Satz von Bertrand). 

Durch den Punkt A auf dem Ellipſoid (e) gehen die beiden Krümmungs— 
linien = const. und „= const. Derjenige Semidiameter des Ellipſoids, 
welcher der Tangente der erſten Krümmungslinie parallel iſt, hat den Aus— 
druck Vo? — „. Dieſer Werth bleibt aber konſtant längs aller Punkte der 
zweiten Krümmungslinie, da ſich hier weder e noch verändert; ſomit haben 
wir den Satz: 

Alle Semidiameter einer centriſchen Fläche zweiten Grads, 
welche mit den konjugirten Tangenten einer Krümmungslinie 
parallel ſind, ſind gleich lang; ſie bilden alſo auf der Fläche 
eine ſphäriſche Kurve. Wenn man auf ſolche Art die Semidiameter 
zieht, welche den konjugirten Tangenten der übrigen Krümmungslinien parallel 
find, fo erhält man auf der Fläche zwei Syſteme von ſphäriſchen Kurven. 
In dem Viereck ABCD ſchneiden ſich in jeder Ecke zwei Krümmungs⸗ 
linien; zieht man ihre Tangenten, ſo ergeben ſich acht Tangenten. Die beiden 
Semidiameter, welche den Tangenten der Linie AB und AD parallel find, 
ſeien Da und D fo iſt 

DA Ve Terug Be ve: — u? 

Ebenſo erhalten wir für die Semidiameter, welche den in den Ecken 

B, C, D zuſammenſtoßenden Tangenten parallel ſind 


Db = Ve — u? De = Ve? pr Da = ve — u'? 

D 7 = Ve? — y'? De — Ve- 1 Du — Ve: => 72 

25. Da. Db. De. Dd = Da. Dh. Di . D’a 
Hierin liegt der Satz: F 
Die acht Semidiameter einer centrifhen Fläche zweiten 
Grads, welche den acht Tangenten in den Ecken eines von vier 


de 


http://rcin.org.pl 


106 


Krümmungslinien gebildeten Vierecks parallel find, bilden 
zwei Gruppen; das Produkt der vier Semidiameter der einen 
Art iſt gleich dem Produkt der vier Semidiameter der an— 
dern Art. 

Die Gleichungen 4 geben die Werthe der Coordinaten x, y, 2 eines 
Punkts (xyz) oder (e) ausgedrückt durch die großen Halbaxen der drei 
durch ihn gehenden homofokalen Flächen (9), (u), C). Die Linie, welche vom 
Mittelpunkt nach dieſem Punkt gezogen iſt, bezeichnen wir mit II, fo iſt 
H = Vx?+ y? +22 oder nach 10. 

26. H= VO i b — c? 

Es ſeien Ha, Ho, He, Ha die vier Halbmeſſer, welche ſich vom Mittel: 
punkt nach den vier Ecken des auf dem Ellipſoid (e) von vier Krümmungs— 
linien gebildeten Vierecks ziehen laſſen, ſo haben wir nach dem Obigen fol— 
gende Relationen: 

Ha = Ve e b ce? Ho = VOI ＋ 2 
He Vo + ur + vr 57 — 07 1 Vor + 47 +»? — 52 — C 
27. Ha ＋ H% = Hb + Hd 

Die Quadratſumme der nach zwei Gegenecken eines von vier 
Krümmungslinien auf einer centrifchen Fläche zweiten Grads 
gebildeten Vierecks gezogenen Halbmeſſer iſt gleich der Cuad— 
ratſumme der nach den beiden andern Gegenecken gezogenen 
Halbmeſſer. 

Man denke ſich noch ein zweites homofokales Ellipſoid (e“, To bilden 
die Flächen (½), (u) und (%, () auf demſelben das Krümmungslinierviereck 
A‘B’C’D‘, bezeichnen wir die vom Mittelpunkt aus nach den Ecken deſſelben 
gezogenen Halbmeſſer mit Ha, Hb, H’e, Ha, fo haben wir 
Ha = Vor+ 21 ＋ * bi Hu = Vo”? +u? +v2 — bi — 02 
H = Vor+tw?+ 7 n 7 mi Vor + u? ＋ 77 — bi — 

28. H?%a + He = HD + Ha = H%e + H%a = Hd + Hy 

Die Quadratſummen von je zwei Halbmeſſern, welche nach 
zwei Gegenecken eines von ſechs homofokalen Flächen gebilde— 
ten Parallelepipeds gezogen werden, find einander gleich. 

Es ſei O der Mittelpunkt der homofokalen Flächen, oder der Anfangs: 
punkt des Coordinatenſyſtems. M ift ein beliebiger Punkt, deſſen Coordinaten 
X, y, 2 find. Die Coſinus der drei Winkel, welche die Linie OM mit den 
Axen bildet, ſind 


8 2 
OM’ OM’ OM 
Ebenſo find die Coſinus der drei Winkel, welche die nach einem andern 
Punkt M“ gezogene Linie OM“ mit den Axen bildet 
x 1 20 
OM’’ OM’’ OM; 
mithin ift 
9.9 yy’ zz’ 


ERDE + om. om oM. Oo 


OM. O M- 

Die Halbaxen der drei durch M gehenden homofokalen Flächen find 

0, u, „; ebenſo die Halbaxen der drei durch M“ gehenden homofokalm Flä— 
chen % w’, „. 
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Zufolge der Gleichung 26 iſt 
OM Vo? + u? -+»?— be — c OM V + a? + , be — ce? 


Die Werthe von x, /, z; x‘, y z’ erhalten wir aus den Gleichungen 7, 
8, 9; mithin iſt 


29. cos M- = 1 6 o -b V = DN 255 u‘ b V7 


OM. OW bsc 52 (2 — 55 
Voi c e CAN o' — 0 N N 
ae 
ec? (02 — by 


Wir betrachten wieder das Viereck ABCD, welches durch Krümmungs— 
linien auf dem Ellipſoid (2) gebildet iſt. Die Punkte AB Cb find nach den 
durch fie gehenden homofokalen Flächen zu bezeichnen mit (our), (eur), 
(eu), (=. 

Die n 29 führt nun ſogleich auf die Formel 
00. cos AOC = OB. OD. cos B00 

Nach einem a geometriſchen Lehrſatz iſt: 

AC = OA? + 0C? 20A. 00. cos AOC 
BD? = OB? + 0D?— 2 0B.OD. cos BOD 

Da nun nach 27. OA? + OC = OB? + OD? ift, fo haben wir auch 

AC? = BD? oder 
30. AC = BD 

In jedem von vier Krümmungslinien auf einer centriſchen 
Fläche zweiten Grads gebildeten Viereck iſt die Entfernung von 
zwei Gegenecken gleich der Entfernung der beiden andern. 

Sind z. B. A, B, C die Endpunkte der drei Axen eines Ellipſoids, und 
iſt D ein Nabelpunkt, ſo iſt ABCD ein ſpezielles . 
Nun haben wir AC? = 9 + 0? — c? Die Coordinaten von D find 

b 


es, 70 1= VE] dl 


2 
BD? = 0? — b? + 0? = + 5 (0? — c?) ( — be) = 0? +0? — c? oder 


1 
Sechs homofokale Flächen ſchließen ein Parallelepiped ein, nämlich zwei 
Ellipſoide (0) und (e); zwei 5 Hyperboloide () und (%); pt 
zweinantlige Hyperboloide (v) und (. Die Ecken A, B, C, D; A‘, B’,C/, D 
ſind nach den großen Halbaxen der drei durch jede derſelben gehenden Flächen 
zu bezeichnen mit 
(e), (e ) (e. (e 
(% ) (% (% ( 
Da nun nach 28. 
0A? + 00’? = OB? + OD’? = 0C? + 0A’? = OD? + OB’? it, 
ferner nach 29. 
OA. OC“. cos AOC! = OB. OD’. cos BOD’ = OC. OA’. cos COA“ 
= 0B,0B/. cos DVB’ 
fo ergibt ſich bei Anwendung I LERNEN: geometriſchen Lehrſatzes auf die 
Dreiecke A0C / BOD/, COA“, 
31. AU BD — Pr D. 
In jedem von ſechs homofokalen Flächen eingeſchloſſenen 
„ ſind je zwei Gegenecken gleichweit von einander 
entfernt 
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Es feien A, B, C die Endpunkte von drei Axen und D der Nabelpunkt 
auf dem Ellipfoid (00 die gleiche Bedeutung haben die Buchſtaben A’B’C’D’ 
für das Ellipſoid (9%, fo iſt ABCD A’B’C/D’ ein von ſechs homofokalen 
Flächen eingeſchloſſenes 9 Nun Bi wir 


—.— 0? — 35 
Die Coordinaten von RT find 
12 = yo 27 — % „v@ — c) (ce? — be) alfo 
BD“ = 0? — b? + 4 1 "er \ r (% — ce?) (e — b?) oder 
00 D 


Dieſer Satz ſtammt von Ivory, und iſt bekannt unter der Form: die 
Entfernung zweier Punkte im Raum (zweier Gegenecken unſeres Parallelepipeds) 
iſt gleich der Entfernung ihrer korreſpondirenden Punkte (zweier andern Gegen— 
ecken dieſes Parallelepipeds) (recueil des savants étrangers; Chasles: sur 
I attraction des ellipsoides, IX. S. 629). 

Der allgemeine Ausdruck für die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer auf 
einer centriſchen Fläche zweiten Grades, deren Halbaxen a, b, e find, im Punkt 
x, Y, L iſt S 18, 15) 


1 AI ei rer 6a. ＋ be ＋ c — x?— 2 — z?)P 


＋ V Aba e e . Habs; 


P ift das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene im Punkt (xyz) 
gefällte Perpendikel. Wenden wir dieſe Formel auf das Ellipſoid (e) an, 
ſo haben wir folgende Werthe zu ſetzen: 


m . 
P . X +y?+2?—= Ob ce? 
N > 
1 n e = Voi es 
Dadurch verwandelt ſich obige Formel in 
eM. — bye — e 


3 1 2 ER 
1 2 (e- e; 8 V — V — v 


| Ba 
> a a An EI ee et 


?_h2 2 05 a en? ih 
L NVe e (Rt RE) 
N wenn wir die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer mit R und k“ bezeich- 
nen, R>R‘, d. h. R entſpricht den Krümmungslinien „ und R' den Krüm— 
mungslinien », fo tft 
„„ „ heit aa ie n. 2 EEE)" 
e Ve?-b?Vo!-e? eVer-biyer-c 
In dem Krümmungslinienviereck ABCD find im Ganzen für die vier 
Ecken acht Hauptkrümmungshalbmeſſer e Wir bezeichnen diejenigen, 
welche den Krümmungslinien „ entſprechen, d. h. den durch die Hyperboloide 
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(u) und ( auf dem Ellipſoid hervorgebrachten Schnitten, mit Ra, Rb, 
Re, Rd. Ebenſo bezeichnen wir die andern vier Hauptkrümmungshalbmeſſer, 
welche den Krümmungslinien „ entſprechen, oder den auf dem Ellipſoid durch 
die Hyperboloide () und () hervorgebrachten Schnitten mit R’a, R', R’c, 
R’a, fo beſtehen nachſtehende Gleichungen, indem der Kürze wegen 


e Ve. — b VU = = 


geſetzt wird, 


17 3% 15 3, 
u. - (a) e eh Ber 
1 5 17 j j 3% 1 x „ > 3 
Re - (tw) 0 10 - (u) er)" 
33. Ra. Re = Rb. Rd 
1 5 35 £ $ „ 1 a E 3% i „7 
W = I G- (-e o Ce. fh er 
3. „ 35 15 
Re = 3 e- E Ri = 4 ud) gr 
34. Ra.Re=Rov.R 
oder auch Ra: RD = Rd: Re 


R'a: R/ = RA: Re 

In einem Krümmungslinienviereck auf einer centrifchen 
Fläche zweiten Grades ſind die vier Hauptkrümmungshalbmeſſer 
der einen Art in Proportion, ſowie auch die vier Hauptkrüm— 
mungshalbmeſſer der andern Art. Dieſen Satz hat zuerſt Bertrand 
für das Ellipſoid aufgeſtellt. 

In dem Punkt A treffen die drei homofokalen Flächen (), (m), (0) zu: 
ſammen. Wir bezeichnen die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer des Ellipſoids 
(e) wie oben mit R TK“; diejenigen des einmantligen Hyperboloids (1) 
mit M (positiv) M“ (negativ); und endlich diejenigen des zweimantligen Hyper— 
boloids () mit N>N’, fo haben wir nachſtehende Relationen, wo der 
Kürze wegen 

2 * Va: — b Ver — u? RI Vb — » ve — * 
geſetzt wird: 


1 0 8 17, j e 3 1 ö 3%½ } > 1 
R= ebe . e 
„ 3% 35 * 
u e e,: meta" 
12 Nn ra 0 7 „ 3 
V= ig e ve N. J (e. — v0 K 0 0 
35. R“. M. NS — R. M. N; 


Wenn ſich in einem Punkte drei homofokale Flächen ſchnei— 
den, ſo bilden die ſechs Hauptkrümmungshalbmeſſer der Flächen 
in dieſem Punkte zwei Gruppen; das Produkt der drei Halbe 
meſſer der erſten Gruppe vermehrt um das Produkt der Halb— 
meſſer der zweiten Gruppe iſt gleich Null. 


R 22 — 2 M u? — v? N 
RN. zur TF NT 1 — 2 


Aus dieſen Gleichungen laſſen ſich noch folgende weitere ableiten: 
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36. R, M FF m v1 

35. hat zuerſt Lamé aufgeſtellt; die Relationen 36 rühren von Bert— 
rand her. 

Es ſei o der Punkt, in welchem ſich die drei homofokalen Flächen ſchnei— 
den; man ziehe durch o die drei Normalen dieſer Flächen und beſtimme auf 

jeder die beiden Krümmungs— 
Fig. 9. mittelpunkte; r under ſeien 
die Krümmungsnmittelpunkte 
des Ellipſoids (o), m und 
m“ diejenigen des Hyper— 
boloids (a) unden und n“ 
diejenigen des zweimantli— 
gen Hyperboloids (0). or 
R, or“ = R, om M, 
“, on N, oy 
N 

Die Gleichungen 36 
laſſen ſich nun in folgender 
Weiſe geometrifch darſtellen, 
wobei zu bemerken iſt, daß 
die Punkte m und m’ auf 
entgegengeſetzten Seiten von 
o liegen, während die Punkte 
r under“ ſich auf der näm- 
lichen Seite dieſes Punkts 
befinden, wie auch mund n'. 
Die durch r mit mm‘ und 
durch m mit err“ gezogenen 
Parallelen ſchneiden ſich auf 
der Verlängerung der Ge— 
raden m‘r‘; die durch er“ mit enn“ und durch en“ mit err“ gezogenen Parallelen 
treffen ſich auf der Linie rn; endlich liegt der Durchſchnittspunkt der Geraden, 
welche durch m“ parallel mit nn‘ und durch n parallel mit mm‘ gezogen 
werden, auf der Verlängerung der Geraden mn‘. Wir haben ſomit folgen— 
den Lehrſatz: 

Wenn man von den ſechs Krümmungsmittelpunkten, welche 
drei in einem Punkt ſich ſchneidenden homofokalen Flächen ent— 
ſprechen, drei Paare verbindet, und durch die andern drei Paare 
Parallelen mit den Normalen zieht, ſo liegen die Durchſchnitts— 
punkte der Parallelen auf den Verbindungslinien. 

Die Gleichungen 4 enthalten die Werthe der Coordinaten x,y,z eines 
Punkts im Raum, ausgedrückt durch die großen Halbaxen e, e » der drei 
homofokalen Flächen, (e(, (u), (), welche ſich durch dieſen Punkt legen laſſen. 
Es iſt dabei, wie immer, vorausgeſetzt, daß die Entfernungen der Brenn— 
punkte, b und e, gegeben find. Wir wollen die Coordinaten der Eckpunkte 
des Krümmungslinienvierecks ABCD mit 


xa, Ya, Za; Xb, Yb, 2b; xc, ye, Ze; xd, yd, 2d 
bezeichnen, ſo haben wir aus den Gleichungen 7, 8, 9 folgende Werthe: 
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94 Ve. bt Vas b. Vb — 2 
6 


e Ver BET" 


Za = 


eee, „V Var V. 


be N b Ver D 
e 


c Ver Br 


o- 7 Ve 52 Var cp Vo: 2 


be 8 b Ver Es be 
a V. — Ver — 2 02 2 
‚ e Ver — br 
Ce Vor bi — b. V — b. Ve. — * 
be kan 


b Ver — p? 


2 Vo: 5 Ver gt Ver 3 


0 Ver * 


2d 


Hieraus laſſen ſich die Relationen ableiten 


3. NM Fe dd oder Ka: p Ad: Xe 


va. ye =yb.yd oder ya: yb = yd: ye 
= ‘zb = Zd : Ze 


Za. Zz = 2b. zd oder za 
worin folgender Satz ausgeſprochen iſt: 


Die Projektionen der vom Mittelpunkt einer centriſchen 
Fläche zweiten Grades nach den vier Ecken eines Krümmungs⸗ 
linienvierecks gezogenen Halbmeſſer auf irgend einer der drei 


Axen bilden eine Proportion. 


Der Coſinus des Winkels, welchen die Normale des Ellipſoids im Punkt 
läßt ſich auch aus den Gleichungen dieſer 


X,, y% z“ mit der X Axe macht, 
Normale ableiten: 


x' 8 c? 4 4 — 855 
„ Tanne 2 1 —＋ 5 
man erhält daraus: 
x' 0? — (2 
D 
E 8 oder gleich 
e 


28 95 27 ( 55) 
ir 
-r 


„ b 
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e ehh. 


— 


Setzen wir nun für x’ und k ihre Werthe aus 7. und 13., fo erhal— 


ten wir 1 
. 
be Vor u Vor — 


Ebenſo find die Coſinus der Winkel, welche dieſe Normale mit den y 


und 2 Axen bildet, gleich 

SS e ye—n 

V. V er ee Ve Ver: 
Wir nennen die Winkel, welche die Normalen in den Ecken des Krüm— 

mungslinienvierecks AB b mit den drei Axen bilden, a aba“; b, b b“; 

c, ce“; d, d“, d“; und erhalten nach dem Vorhergehenden folgende Zuſam— 


menſtellung: 111 
. Vers 


38. eos a = 8 
V. eV eV 
TAN Ve — Ve: Frei v2 Vo: Be" 


eYer rer, b2Vo? — w? Vo? 32 

Die Werthe der Coſinus der übrigen Winkel laſſen ſich aus dieſen Glei— 
chungen ohne Mühe ableiten; bei cos b, cos b“, cos b“ iſt ſtatt „' zu ſetzen; 
bei cos e, cos c“, cos c“ erſetzt man w und » durch h und „ und endlich 
bei cos d, cos d“, cos d“ „ durch “. Hieraus erhalten wir folgende Glei— 
chungen: 

39. cos a. cos c = cos b. cos d; cos a“, cos c“ = cos b“. eos d; 
cos a’ . cos c“ = cos b“. cos d“ 

Die Coſinus der Winkel, welche die Normalen in den vier 
Ecken eines Krümmungslinienvierecks einer centrifhen Fläche 
zweiten Grads mit irgend einer von den drei Axen bilden, ſind 
in Proportion. 

Durch Vergleichung der Formeln 39 mit 13. und 32. ergeben ſich fol— 
gende Sätze: 

Wenn man auf die vier Tangentialebenen in den Ecken 
eines Krümmungslinienvierecks einer centriſchen Fläche zweiten 
Grads vom Mittelpunkt aus Perpendikel fällt, ſo ſind die Pro— 
jektionen der Abſchnitte dieſer Perpendikel zwiſchen dem Mittel— 
punkt und ihrem Fuß punkt auf irgend einer der drei Axen in 
Proportion. 

Wir haben oben geſehen, daß in jedem Punkt einer Fläche zwei Haupt— 
krümmungshalbmeſſer zu unterſcheiden ſind. Diejenigen, welche dem einen 
Syſtem der Krümmungslinien entſprechen, wollen wir Hauptkrümmungshalb— 
meſſer der erſten Art, und die andern Hauptkrümmungshalbmeſſer der zweiten 
Art nennen. 

Die Projektionen der vier Hauptkrümmungshalbmeſſer der 
erſten oder der zweiten Art in den Ecken eines Krümmungs— 
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linienvierecks einer centriſchen Fläche zweiten Grads auf den 
Axen ſind in Proportion. 

Wir eliminiren aus den beiden erſten von den Gleichungen 1 der Reihe 
nach 2, y und x, und 1 dann folgende Ausdrücke: 


23 * 22 
40. + — ai‘ EREL Ik RENTEN ET. | 
S na et em 
er e°—h? b? 2 h2 
25 2 
eee ee, 5 Er 


e ee eee 
bi(e -b) (-b) ee?) (e— 09 
welche den Projektionen der Durchſchnittslinie des Ellipſoids (9) und des ein⸗ 
mantligen Hyperboloids (u) auf den xy, xz und yz Ebenen entſprechen. Die 
zwei erſten Gleichungen ſtellen Ellipſen vor, und die letzte iſt eine Hyperbel. 
Durch Differenziation derſelben nach » erhalten wir mit Benützung der be— 


kannten Relationen 
hex = Oe 


b Ver — — b a Ver be 8 ae — be V — 
e Ver — 52. 2 0? — e Ve — u? * 
41 3 Ve? — b = b? VIV —biuie dæ V. — et — oe Ver = — %. b 


dx ou Vb: — Ve. — 55 d& Ver — 55. Ver — b? 


K Ve: — b VI — br Ve? — 22 0 

Dieſe Gleichungen geben die Werthe der trigonometriſchen Tangenten 
der Winkel, welche die Projektionen der Tangente einer Krümmungslinie des 
Ellipſoids auf den xy, xz und yz Ebenen mit den Axen der x und y bilden. 
Dieſe Krümmungslinie iſt der Durchſchnitt der Flächen (e) und (); die 
Tangente berührt fie im Punkt (xyz) oder (gu). 

Wenn auf dem Ellipſoid ein Krümmungslinienviereck ABCD gezeichnet 
iſt, ſo enthält die erſte der Gleichungen 41 den Werth von 5 für 
die Projektion der Geraden, welche die Krümmungslinie AB in A berührt. 
Setzt man in dieſem Ausdruck der Reihe nach » ſtatt “ ww’ und „ ſtatt und », 


„“ für , So erhält man drei weitere Werthe von A- welche wir mit 


n 75 ug 155 bezeichnen, während der 5 Werth, worin die Buchſtaben 


%, ohne Accente enthalten ſind, gleich r V geſetzt werden ſoll. Man 


findet nun ohne Mühe nachſtehende Relationen: 
u L . d „„ 
dxa "dxe dxb dxd qxa dxp dxd dxe 
ar, ; 9. 2 ber ſind aber die trigonometriſchen Tangenten der 
Winkel, welche die Projektionen der Tangenten von AB in A und B und der 
Böflen, Geometrie. 8 


5 
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Tangenten von CD in C und D auf der xy Ebene mit der x Axe bilden. 
Wir haben ſomit nachſtehenden Lehrſatz: 

Die trigonometriſchen Tangenten der Winkel, welche die 
Projektionen der Tangenten der Krümmungslinien des einen 
Syſtems in den vier Ecken eines Krümmungslinienvierecks auf 
einer Coordinatenebene mit einer Axe bilden, ſind in Proportion. 

Aus 42. laſſen ſich die Ausdrücke für die Coſinus der drei Winkel a, 
a“, a“ entwickeln, welche die Tangente einer Krümmungslinie des Ellipſoids 
(e) mit den Axen der x, y und z bildet. Wir haben zunächſt die Formel 

1 


＋ % 
dx 
un rat 1 
WO G 
dx dy 
8 d 5 . 
anzuwenden. Indem wir die Werthe von 4 und = hier aus 42. ein⸗ 


ſetzen, erhalten wir 
euVa-nVezw N. HH 0 
Vle2u°(e-»2)(e-b302-v?) +0%(g2-b?)(u?-b2)(e2-v?)v?+b°(g’-C”)(e? rb -) v2} 

Die drei Summanden unter dem Wurzelzeichen des Nenners bezeichnen 
wir mit A, B, C, und führen die Multiplikationen aus, ſo ergeben ſich die 
Gleichungen: 

A = ou (eecb — ce — cbb + cbv — veb De bb — ihr) 

B = cr (ehe — ou» — ebe + obe — bue + bur + bbe — bb») 

C = br (ecb — ee — eb + gu» — ceb + cev eb — cur) 

Der Einfachheit wegen find die Zahlen 2, welche die Quadrate angeben, 
nicht geſetzt worden. Nachdem diejenigen Ausdrücke, welche in der Summe 
AB ＋ “ ſich aufheben, weggelaſſen worden find, bleibt noch 

A B ＋ C= (gube — obe — bu + crbv) (e — b) 
ATB ＋ (C= be (e - b) (ou — e — uw + vr) 
= be (e — b) ( e - 

Wir erhalten auf ſolche Art, indem die Zahlen 2, welche die Quadrate 
angeben, wieder geſetzt werden: 
eu vb? — v!Vet 
be WV — N — »? 

Für » = b wird cosa= o, a = 900. Die Tangente der Durchſchnitts⸗ 
linie der Flächen (e) und () in dem Punkte, wo fie die zx Ebene trifft, iſt 
ſenkrecht auf der x Axe. 

Für » = o wird cos a = 1, a - 0. Die Tangente in dem Punkte 
dieſer Durchſchnittslinie, wo fie die zy Ebene trifft, iſt parallel zur x Axe. Mit 
Benützung der bekannten Gleichungen 


cos a⸗ 


coS = 
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2 
eos = 2 und 
* 1 1 
2 dzı? 
A (4 
cos a“ 55 4 i e — 
——+ +1 
VI) 60 


erhalten wir auf analoge Weiſe cos a“ und cos a“ durch die fünf Größen 
0, u, , b, c ausgedrückt; man kann auf dieſe Art die Werthe aller Coſinus 
in den Formeln 18 — 20 finden. 

Durch die Gleichungen 1 mit den Konſtanten b und e tft ein Syſtem 
homofokaler Flächen beſtimmt. Wir nehmen an, der Punkt (0, %, ») nähere 
ſich mehr und mehr dem Mittelpunkt und falle endlich mit ihm zuſammen. 
Dann iſt die kleine Axe des Ellipſoids (e) gleich Null geworden, alſo e= c 
und die Gleichung deſſelben hat ſich verwandelt in 

5 2 


— 7 Y 
> re 


Ebenſo iſt die mittlere Axe von (%) gleich Null, 4 = b, und ftatt des 
einmantligen Hyperboloids hat man die Hyperbel 
N 22 
Endlich iſt auch die Axe von (7) verſchwunden, » o, und das zwei— 
mantlige Hyperboloid geht in die imaginäre Kurve über 
= 
45. br E 1 
443., 44., 45. find die Gleichungen der Fokallinien, und zwar ſtellen 
die beiden erſten insbeſondere die Fokalellipſe und die Fokalhyperbel 
vor. Sie verhalten ſich zu den Flaͤchen zweiten Grades wie die Brennpunkte 
zu den Kegelſchnitten. 
Setzt man aber in 1. o=b=e, fo erhält man 
x? y? x? y? 
a . 
welche Gleichungen ſich auf homofokale Kegelſchnitte beziehen. Sehr viele 
von den in dieſem Paragraph und in den folgenden angeführten Sätzen 
können unmittelbar auf die analytiſche Geometrie der Ebene übertragen 
werden. 


$. 22. Die homofokalen centriſchen Flächen zweiten Grades. 


Fortſetzung. 
Die Gleichung 15 * 2 * ze — 1 ftellt die Polarebene 
2 2 2 
des Punkts (85) in Beziehung auf die Fläche er Hi ee we 
: 2 
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— 1 dar. Bewegt ſich der Pol auf der Ebene & + Pr T=, fo 
erhält man durch Elimination 


6 V Bx 4 L EN . 
( e lee * 
Soll dieſe Gleichung von 7 und & unabhängig fein, jo muß 
ay u Px —=o 22 — 2 = 0 


0? Fi b? DE 0 — ec? 0 


re x 
werden, mithin auch — — a = 0 


Hieraus erhalten wir 
. X = G y = 5 (e —- be) 2 2 „ (% — ec) 
Dieß find die Coordinaten des Pols (xyz) der Ebene . Pr T 
2 72 ö 
— 1 hinſichtlich der gegebenen Fläche ie ＋ — N b 2 1 
Durch Elimination von 0? aus 1. ergeben ſich die Formeln 


144 
2. x — — 2 g — — 22 b 
7 « Kr 8 (e 


xX y = ab 


Dieſe ſtellen eine Gerade vor, welche ſenkrecht ſteht auf der Polarebene 
4 E ＋ 85 yr = 1. Würde man ſtatt des Ellipfoids (0) die beiden homo— 
fokalen Hyperboloide (/ und (v) 

x? y 2? x? y? 2? 2 
„ er ale er She ee 1 
angewendet haben, fo wäre man ebenfalls auf die Gleichungen 2 gekommen. 
Wir haben ſomit den Satz: 

Die Pole einer Ebene in Beziehung auf alle homofokalen 
Flächen liegen in einer zu dieſer Ebene ſenkrechten Geraden. 
Wenn man alſo ein Syſtem von homofokalen Flächen durch 
eine Transverſalebene ſchneidet, und jede der dadurch hervor⸗ 
gebrachten Schnittkurven als die Baſis eines Berührungske— 
gels der betreffenden Fläche anſieht, ſo liegen die Spitzen 
dieſer Kegel auf einer zu der Trans verſalebene ſenkrechten 
Geraden. (Apergu historique v. Chasles, überſ. v. Sohnke S. 432.) 

Der Punkt, in welchem dieſe Transverſalebene eine der homofokalen 
Flächen des Syſtems berührt, iſt ihr Pol; errichtet man alſo im Berührungs— 
punkt eine Senkrechte auf dieſer Ebene, ſo liegen die Pole der letzteren hin— 
ſichtlich aller übrigen homofokalen Flächen auf der Senkrechten; oder 

Zieht man in einem Punkt einer centriſchen Fläche zweiten 
Grades eine Tangentialebene und eine Normale, ſo liegen auf 
der Normale die Pole der Ebene hinſichtlich aller übrigen 
homofokalen Flächen. a 

An zwei homofokale Flächen läßt ſich nie eine gemeinſchaft— 
liche Tangentialebene ziehen; denn wenn dieß der Fall wäre, fo wir: 
den die Pole der Ebene hinſichtlich der homofokalen Flächen auf den beiden 
Normalen liegen, welche in den zwei Berührungspunkten gezogen werden 
können. Der Tangentialebene würden alſo zwei Pollinien entſprechen, was 
zufolge der Gleichungen 2 nicht ſein kann. 
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In jedem Punkt des Raums fehneiden ſich drei homofokale Flächen ſenk— 
recht; zieht man in dieſem Punkt die Tangentialebene und die Normale der 
einen Fläche, ſo iſt letztere die Tangente der Durchſchnittslinie der beiden 
andern Flächen. Hierin iſt ein Satz ausgeſprochen, den wir gleich nachher 
auf einem andern Wege finden werden: 

Die Tangenten der Durchſchnittslinien von homofokalen 
Flächen ſind Pollinien, d. h. ſie enthalten die Pole von einer 
und derſelben Transverſalebene. 

Es ſeien (XY2), (XT y 20), (xy) die Coordinaten der Pole von der 
Ebene 48 ＋ 87 H hinſichtlich der drei in einem Punkt zuſammen— 
ſtoßenden homofokalen Flächen (9), (, 6), fo haben wir nach 1. die 
Ausdrücke 

Xx = a y. = (% — be) 2 (el e 
* a .= g (u — be) 2 — 1 (e — 9 
xt — av? ik Be 6 (b — v?) 2’ = — r (ec? — v?) 
xx: y: : “ zz = X x.“: 1“ ü 2 — 2“ 

Bezeichnen wir die Entfernung der Ebene &? ＋ 87 + yL= 1 vom Ur⸗ 

ſprung mit P und diejenige der Geraden 2 mit p, fo iſt ($. 1) 
1 


en 
Ve? + 8 + 72 


a? a? 5 hs 
5 be + —ct + (e? 7 b?)? 
FE 
e 


Pr 
2 2 > 
3. me nu SE, ur tr be 
14 + 2 5 * 


Wenn die Trausverſalebene ſich To bewegt, daß fie immer mit ſich ſelbſt 
parallel bleibt, ſo iſt dieß auch bei der zu ihr ſenkrechten Geraden, auf wel— 
cher ihre Pole hinſichtlich der homofokalen Flächen liegen, der Fall. Die 


Größen 2, = 8 bleiben während dieſer Bewegung ungeändert. Die 
rechte Seite der Gleichung 3 enthält aber blos die konſtanten Größen b und e, 


und die nun gleichfalls konſtanten Verhältniſſe 2, 23 5 —, mithin 


iſt auch das Produkt Pp unveränderlich. Wir haben ſomit folgenden Lehrſatz: 

Wenn ein Syſtem von homofokalen Flächen von mehreren 
unter ſich parallelen Transverſalebenen geſchnitten wird, fo iſt 
das Produkt der Abſtände des Mittelpunkts von einer dieſer 
Ebenen und der ihr zugehörigen Pollinie konſtant.— 


2 
Der Pol der Ebene ax + By 5: 1 hinſichtlich der Fläche a 
2 


2 
75 * 15 Fe — 1 ift gegeben durch die Gleichungen x = ue, 


= (eo? — be), 2 = 1 (e — cd); die Entfernung dieſer Ebene vom 


2 : 
Mittelpunkt iſt = P, während ihre Entfernung vom Pol mit P bezeichnet 
werden ſoll. 
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1 
Varg 
RER N 


Ane 
Pee, 


Wenn dieſes Produkt konſtant fein ſoll, fo iſt, indem wir die Konftante 
00? — 0? nennen a a 
tel Pb? ＋ 720 ＋ 1 
Or ler Er e 
TE 
Wenn wir dieſe Gleichung näher betrachten (ſiehe unten 4.), fo finden 


wir, daß in dieſem Falle die Polarebene ax + BY + yz = 1 die homofokale 
Fläche (e) tangirt, deren Gleichung 
2 2 


— 0 ꝗ 


* 22 
r h ee 
iſt. Hiemit iſt folgender Satz (von Joachimsthal) bewieſen: 

Wenn eine Ebene ſich ſo bewegt, daß ſie fortwährend eine 
centriſche Fläche zweiten Grades berührt, fo iſt das Produkt 
ihrer Abſtände vom Mittelpunkt und von ihrem Pol hinſichtlich 
einer zweiten homofokalen Fläche konſtant und gleich der Diffe— 
renz der Quadrate der großen Halbaxen beider homofokalen 
Flächen. 

Iſt der Abſtand der Tangentialebene vom Mittelpunkt konſtant, ſo iſt 
es auch der Abſtand derſelben vom Pol; der Berührungspunkt beſchreibt auf 
der Fläche eine Linie, welche in der Mechanik unter dem Namen Poloide 
vorkommt. a 

Wir haben oben den Satz bewieſen, daß die vier Perpendikel Pa, Po, 
Pe, Pa, welche vom Mittelpunkt einer Fläche zweiten Grades auf die vier 
Ebenen gefällt werden können, die fie in den Ecken eines Krümmungslinien— 
vierecks berühren, in Proportion ſtehen; oder daß 

a. Pe = Po . Pa - 
iſt. Wir bezeichnen die Abſtände der vier Tangentialebenen von ihren 
betreffenden Polen hinſichtlich einer zweiten homofokalen Fläche mit Pa, Po, 
Pe, Pa, fo iſt nach dem Obigen 
Pa. P. = PY. Po e Pa . Pa 


Pa. Pe = Po. Pa oder Pa: Po = Pa: Pe 
In dieſer Gleichung iſt der Lehrſatz enthalten: N 8 
Die Abſtände der vier Ebenen, welche eine centrifhe Fläche 
zweiten Grades in den vier Ecken eines Krümmungslinienvierecks 
berühren, von ihren betreffenden Polen hinſichtlich einer zweiten 
homofokalen Fläche bilden eine Proportion. 
Wir wollen nun annehmen, daß die Transverſalebene as ＋ 85 + 7 


— 4 ſich fo bewege, daß fie ſtets die homofokale Fläche = + ann 


2 . „ 
ep — berührt. Die Tangentialebene dieſer Fläche hat die Glei— 
1 


alſo 


+ 
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chung = + 52 + ne = 1; wo S, „„ die laufenden Coordi— 
naten dieſer Ebene ſind. Die Coordinaten der Durchſchnittspunkte derſelben 
mit den Axen bezeichnen wir mit x‘, y“, z’, fo erhalten wir 

00 „ 00 — b 1 

ö * 2 TV Z 

Mithin vermöge der Gleichung der homofokalen Fläche 
9 * — b 2 00 22 02 
= * 2 = 1 
X, ’ Z, 

Da die Transverſalebene und die Tangentialebene zuſammen fallen ſollen, 
ſo ſind die Coordinaten der Durchſchnittspunkte der erſteren mit den Axen 
ebenfalls gleich x‘, y“, 27; aus ihrer Gleichung ergeben ſich alſo die Werthe 

1 


xXx“ = 


wa 3 272 


a "4 
Mithin durch Verbindung mit der vorigen Gleichung 
4. 00a? + (eo — b) 82 +’ - HAr=i 
Dieß iſt die Bedingungsgleichung dafür, daß die Transverſalebene die 
gegebene homofokale Fläche (00) berühren ſoll. Wir können aus 1. die Werthe 
von a, 5, y in 4. einſetzen, und, erhalten dann 
8 . 02 — b Bere 
% we 8 zer 
Auf dieſer Fläche bewegt fich der Pol (x yz) der Transverſalebene in 
Beziehung auf die Fläche (0), wenn dieſe die homofokale Fläche (20) tangirt. 
Wir bezeichnen die Halbaxen der Polarfläche durch A, B, C, ſo iſt 
4 


A 20 2. 0 u) 3 
A 00 2 B a 00 2— be 0 Wr 002 — e 

Die Zeichen der Quadrate A?, B?, C2 find unabhängig von den Zeichen 
der Größen e, e — be, 2 — e', weil nur die Quadrate dieſer Größen 
vorkommen; dagegen richten fie ſich ganz nach den Zeichen von 00%, &?—b?, 
9? — e; die Fläche (g) iſt ein Ellipſoid, wenn dieſe drei Größen poſitiv, 
ein einmantliges Hyperboloid, wenn nur die letzte, und ein zweimantliges Hy— 
perboloid, wenn die zwei letzten dieſer Größen negativ ſind. In jedem dieſer 
drei Fälle hat die Polarfläche 5 dieſelbe Geſtalt, wie die Fläche (co). Auf 
der andern Seite find die Differenzen A? — B? und A2 — C? nicht gleich 
b? und e?, mithin iſt die Polarfläche der Flächen (e) und (eo) nicht homo— 
fokal, was nothwendig iſt, zu bemerken, da man leicht auf die Vermuthung 
kommen konnte, daß die Polarfläche auch zum Syſtem der homofokalen Flä— 
chen gehöre. Aus dem Vorhergehenden ergibt ſich der Satz: 

Der Pol der Tangentialebene eines Ellipſoids, eines ein— 
mantligen oder eines zweimantligen Hyperboloids in Beziehung 
auf eire homofokale Fläche (o) bewegt ſich wieder auf einem 
Ellipſeid, einem einmantligen oder einem zweimantligen Hyper— 
boloid. Die Polarfläche iſt mit der von der Polarebene berührten 
Fläche nicht homofokal, aber von gleicher Gattung, und dieſe 
Gattung iſt unabhängig von der Natur der Fläche (e). 

Wir wollen nun die Beziehungen unterſuchen, die bei konjugirten Ge: 
raden hinſichtlich homofokaler Flächen ſtattfinden. Gegeben iſt der Punkt 
(End) und die Fläche () 
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x? y? 2? 
r 
Die Polarebene des Punkts (E 7) in Beziehung auf (e) hat die Glei— 
chung 
Ex nY 
* rem 
Hier find x, „ z die Coordinaten * Polarebene. Bewegt ſich nun der 
Punkt Pr der Geraden 
&+ot=m 61 
ſo e man durch Verbihwung dieſer Gleichungen mit der unmittelbar vor— 
hergehenden 
m x ny @X 8 5 2 2 
Co 3 
Soll dieſe Gleichung von F unabhängig fein, fo müſſen die Relationen 
ftatt haben: 


＋ * N 


SE 


* 


X By 2 mx ny 
ent rg rd 
oder auch 8 g Ar 
* * — 0 ße? 5 2 Ar 400 b?) 
7. * 2 v+ 1 


an —- Bm een m 


a a x? x 
Gegeben ift die Fläche (eo) 65 + irrt 3 15 es ſollen 


die Relationen geſucht werden, welche zwiſchen den Konſtanten der Ebene 
ax ＋ By + yz = 1 ſtattfinden müſſen, damit fie die Fläche in einer Krüm— 
mungslinie berühre. Wir wollen annehmen, es ſei dieß die r 


linie, welche auf der Fläche (e) durch das homofokale Hyperboloid () Ir 


45 a 


N 8 — 4 hervorgebracht wird. Die Projektionen dieſer 
Linie auf den xy 2 * 1 a nen ſind 
42 x? 22 
——r nn =1 r 1 
ut 4 (#r 15 (u? — b?) 6 ＋ 3 (e* u) 
02 he b? ih? 
die Coordinaten der Durchſchnittspunkte mit den Axen von der Ebene er 
+ + * — 4, welche das Ellipſoid (e) im Punkt (xyz) 
berührt, Weelhe wir e, wie oben, W e 44 und erhalten 
x’ = 2 1 Ru: — b? 2 — 0? — er 


* 
Durch Subſtitution der Werthe der Coordinaten des Berührungspuntts 
x, Vz. {N den vorhergehenden beiden Gleichungen findet man 


92 2 — he 
7 dh Zorn ya BER Araber rate 
** 1*2 PT 22 2.2 
ec? ec? ame b? b? ce? . 5 2 
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Da die Ebene ax + By + zz = 1 mit der Tangentialebene zufammenz 
fallen ſoll, fo find die Coordinaten ihrer Durchſchnittspunkte mit den Axen 
auch gleich X y“ und 27; aus der Gleichung ex + Py+ yz = 1 erhalten 


wir x = „ = 5 und mit Benützung der beiden vorher— 
gehenden Formeln 
e et _ | 
u? u? — b u? et — u? 
ec? 6 b 2 b * e? — 1 b 2 


Dieß iſt die Bedingungsgleichung, welche zwiſchen den Konftanten der 
Ebene X +Py ＋ yz—= 1 ſtattfinden muß, damit ſie das Ellipſoid (e) in 
einer Krümmungslinie tangire. Soll die Berührung auf der andern Krüm— 
mungslinie ftattfinden, welche durch den Schnitt der Fläche (e) und des zwei— 

2 r? 7 2 
Y f * 1 entſteht, Te 


55 — * 2 232 — 


mantligen Hyperboloids (5) 75 — 
müſſen die Bedingungsgleichungen 


g?a? ur ( - 50 % gta? (22 — c) 72 
72 BF 72 85 F l 
e? c — be b * e? — be 


erfüllt werden. 
Es iſt nun noch eine zweite homofokale Fläche (00 ) 
* Y zZ 
00? 00 — b? 0? — C =1 
gegeben. Die Coordinaten des Pols der Ebene ax A BY z = in 
Beziehung auf dieſe Fläche ſind nach 1. 
* . e e eee e 0 
Subſtituiren wir hieraus die Werthe von «, 8 und „in die vier Bes 
dingungsgleichungen, ſo erhalten wir 


x” + rt „ 35 ne 22 u; 
N 005 1 (00 — b 0 1 — 5 @ 2 (8 —0 2) 2 ur 
( el 6 — bes br e? 5 7 * — C ( — 52 
x? y? * 22 
9 »* (00 b ) 5 — „2 1 00 v2 5 (00 — 02 — art 
e cl 2 — br e b ge: b e — e - be 


Dieſe Gleichungen gehören der Linie an, welche der Pol in Beziehung 
auf das Ellipſoid (go) derjenigen Ebene beſchreibt, welche das homofokale 
Ellipſoid (9) in einer Krümmungslinie tangirt. Dieſe Kurve liegt alſo auf 
dem Durchſchnitt elliptifcher oder hyperboliſcher Cylinder mit der Fläche 

＋. 


7 T 
9 „ b — 5) (00 ? — e?)? * 1 
F 


3 9 Polarfläche von (e) in Beziehung auf (go) iſt. Wir haben fomit 
en Satz: f 

Gegeben find zwei homofokale centriſche Flächen zweiten 
Grades, und eine bene, welche die erſte Fläche in einer Krüm— 
mungslinie tangirt. Der Pol dieſer Ebene hinſichtlich der 
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zweiten Fläche beſchreibt eine Kurve, die ſich auf den Haupt: 
ebenen in concentriſchen Kegelſchnitten projicirt. 

Die Gleichungen 6 und 7 find diejenigen von zwei fonjugirten Geraden 
hinſichtlich der Fläche (e). Der ltnis des Winkels derſelben iſt gegeben 
durch den Ausdruck 

ang? — m (E? — 9) + (dm — en) (e: — ce?) 
V 1? + 4 + 82 Vn?o? + m?(o?—b?)? 4 (m- en) (2 — 2 2 

Soll dieſer Winkel ein Rechter ſein, ſo muß 

ang? — Bm (ge? — b) + (dm — an) (e: — c) = o 
werden, oder nach einigen Reduktionen 
nc — m (o: — be) = 0 

Dieſer Ausdruck iſt von e unabhängig; würde man den Winkel geſucht 
haben, welchen die Gerade 6 mit ihrer konjugirten Geraden hinſichtlich einer 
der beiden eg 
x? 22 x? y? 22 

2 2 2 * T ? Et 111 

5 9 51 b?_— 227 ce? — v 
bildet, ſo wäre man auf einen ähnlichen Ausdruck gekommen, wie 9., und die 
Bedingung, daß dieſer Winkel ein Rechter ſein ſoll, iſt gleichfalls in der 
Gleichung 10 enthalten. Wenn nun eine Gerade 8 Aft m und „+ Pi=n 
und ein Syſtem von homofokalen Flächen durch die Konſtanten b und e gege— 
ben iſt, ſo müſſen die vier Konſtanten in der Gleichung der Geraden der 
Relation 10 genügen, wenn ihre konjugirten Geraden in Beziehung auf die 
homofokalen Flächen rechte Winkel mit ihr bilden ſollen. Wir haben ſomit 
folgenden Satz: 

Wenn eine Gerade auf ihrer konjugirten hinſichtlich einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades ſenkrecht ſteht, ſo ſteht ſie auch 
ſenkrecht auf ihren konjugirten Geraden hinſichtlich aller übri— 
gen homofokalen Flächen. 

Die Tangente einer Krümmungslinie ſteht ſenkrecht auf ihrer konjugirten 
Tangente; mithin ſtehen die Tangenten einer Krümmungslinie auf 
einer centriſchen Fläche e zweiten Grades ſenkrecht auf allen ihren 
kan e Geraden. 

Da ſich zu jeder Geraden, die nicht durch den Mittelpunkt eines Syſtems 
von homofokalen Flächen geht, wenigſtens eine unter dieſen Flächen finden 
läßt, welche ſie berührt, ſo folgt daraus, daß dieſe Gerade eine Tangente 
der Krümmungslinie auf dieſer Fläche ſein muß, wenn ſie die Eigenſchaft 
haben ſoll, auf ihren konjugirten Geraden hinſichtlich der homofokalen Flächen 
ſenkrecht zu ſtehen: 

Die Tangenten der Krümmungslinien ſind die einzigen Ge— 
raden, welche auf ihren konjugirten Geraden ſenkrecht ſtehen. 

Wenn man u Relationen 2, 6 und 10 vergleicht, ſo findet man, daß 


die Gerade Ro ZELL ir = g (ei — b), welche die Pol- 


linie der Ebene 48 + 87 + yL = iſt, vermöge der in ihren Gleichungen 
vorkommenden Konſtanten der Bedingung 10 Genüge leiſtet, wir haben ſomit 
den Satz: 

Wenn man ein Syſtem von homofokalen Flächen durch eine 
Transverſalebene ſchneidet, ſo iſt die Gerade, auf welcher die 
Pole dieſer Ebene hinſichtlich der homofokalen Flächen liegen, 
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die Tangente einer Krümmungslinie, und ſteht demgemäß auf 
ihren ſämmtlichen konjugirten Geraden ſenkrecht. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Tangente einer Krümmungslinie 
auf einer Fläche zweiten Grades noch eine zweite homofokale Fläche berühre; 
da dieſe Tangente auf allen ihren konjugirten Geraden hinſichtlich der homo— 
fokalen Flächen des Syſtems ſenkrecht ſteht, ſo ſteht ſie auch ſenkrecht auf 
ihrer konjugirten Geraden hinſichtlich der zweiten homofokalen Fläche, die ſie 
berührt. Dieſe Gerade iſt aber ebenfalls eine Tangente der Fläche, mithin 
iſt ſie eine Tangente der zweiten durch den Berührungspunkt gehenden Krüm— 
mungslinie; denn wenn zwei durch einen Punkt einer Fläche gehende konju— 
girte Tangenten ſich rechtwinklig kreuzen, ſo ſind ſie die Tangenten der Krüm— 
mungslinien. Hieraus folgt alſo: 

Wenn die Tangente einer Krümmungslinie auf einer cent: 
riſchen Fläche zweiten Grades eine zweite homofokale Fläche be— 
rührt, ſo berührt ſie dieſelbe gleichfalls in einer Krümmungs— 
linie. 

Die Tangente einer Krümmungslinie iſt zugleich Pollinie, d. h. ſie 
enthält nach dem früheren die Pole derjenigen Transverſalebene, welche im 
Berührungspunkt ſenkrecht auf die Tangente gezogen wird. Da aber einer 
Pollinie nur eine einzige ſolche Transverſal- oder Polarebene entſpricht, ſo 
müſſen die Berührungspunkte einer gemeinſchaftlichen Tangente von zwei 
Krümmungslinien zweier homofokaler Flächen zuſammenfallen; der Berührungs— 
punkt iſt alſo beiden Flächen gemeinſchaftlich, oder er gehört ihrer Durch— 
ſchnittslinie an. Mithin iſt dieſe Durchſchnittslinie die Krümmungslinie von 
beiden homofokalen Flächen; ſomit wäre das bekannte Theorem bewieſen: 

Zwei homofokale Flächen verſchiedener Art ſchneiden ſich in 
ihren Krümmungslinien. 

Nachdem dieſes nachgewieſen iſt, ſo läßt ſich mit Hülfe des vorigen Satzes 
leicht zeigen, daß es unmöglich iſt, wenn eine Gerade zwei homofokale Flächen 
in ihren Krümmungslinien berührt, daß der Berührungspunkt nicht zugleich der 
Durchſchnittspunkt iſt. Denn im andern Fall hätte man zwei verſchiedene Bes 
rührungspunkte, und da ſich in jeder Krümmungslinie zwei homofokale Flächen 
ſchneiden, fo müßte die genannte Tangente im Ganzen vier homofokale Flächen 
berühren. Nun ſchließen die homofokalen Flächen einer Art, z. B. die Ellip— 
ſoide, einander gegenſeitig ein, können alſo keine gemeinſchaftliche Tangente 
haben. Da es nur drei verſchiedene Arten im Ganzen gibt, ſo müßten unter 
den vier genannten Flächen mindeſtens zwei gleichartige ſein. Die Tangente 
einer Krümmungslinie kann alſo nur zwei homofokale Flächen zugleich berüh— 
ren. Die Eigenſchaft homofokaler Flächen, ſich in ihren Krümmungslinien zu 
ſchneiden, iſt ein ſpezieller Fall eines allgemeinen Theorems, welches Dupin 
aufſtellte (§. 16): 

Drei Flächen, welche ſich in allen Punkten ihrer Durchſchnittslinie ſenk— 
recht treffen, ſchneiden ſich in ihren Krümmungslinien. 


$. 23. Die Krümmungslinien der centriſchen homofokalen Flächen. 


Die Gleichungen der Krümmungslinien auf den homofokalen Flächen 
laſſen ſich auf ſehr verſchiedene Arten darſtellen. Zunächſt erhält man durch 
Elimination von 2, y, x aus je zwei der Gleichungen 
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x? 2 2? 12 2 22 
er ie ede 1 77 u — d TE 1 
8 y? 22 
RR: ee e 
* y? x? 22 
„. at man! ee eee! 
2 2 2 
24 ne A 
i 3 | 
wu: 7 b?) (u? — b?) FE (e — u?) 
x? y? x? RR 
"Tat mn”! 
0 ce? —b? b? ep 
* % 4115 22 1 
1 Pr R N f 1 7 i a = 
med) Hay —n) 
3 3 1 n 1 x? z? Nux t 
77 Pc al, ie Cie el 
e? ( — b b? e?— b? 
2 2 
+ N 2 =. 


Die Gleichungen 1, 2 und 3 beziehen ſich auf die Projektionen der 
Krümmungslinien der Flächen (e), () und () auf den xy, xz und 2 
Ebenen; 1. und 2. find die Krümmungslinien der Fläche (9), 1. und 3. dies 
jenigen der Fläche (), 2. und 3. diejenigen der Fläche (). Dieſe Kurven 
find entweder Ellipſen oder Hyperbeln. Die Halbaxen derſelben, welche mit 
den Coordinatenaxen zuſammenfallen, bezeichnen wir mit X, I; X. 2; 1% 73; 

242 i BEN 2? 
ſetzen alſo X? = Er N 2. 3 


8 05 bl be’ 
a 
22 — @ 20 Bey, We 22 (e — be) (u? be), 


02 =; b? * 
22 — 27 (e — ce?) (e? — ), fo erhalten wir durch Elimination von 
folgende Gleichungen: 
X? Y* > 25 
4. Tau vr. he = 1 1 82 + 0? — 2 5 22 1 
eb „ 
y’2 7? 
( — b?) (C — 55 55 ( — c?) (er — b) 
b? ae 


Dieſe Kurven, welche Monge hyerboles et ellipses auxiliaires nennt, 
dienen zur Conſtruction der Axen derjenigen Ellipſen und Hyperbeln, in wel— 
chen ſich die Krümmungslinien des Elipfoids (e) auf den xy, xz und zy 
Ebenen projiciren. Für die hyperboles et ellipses auxiliaires, welche zur 
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Gonftruftion der Projektion der Krümmungslinien des einmantligen Hyper⸗ 
boloids (u) und des zweimantligen () auf den Coordinatenebenen dienen, 
ergeben ſich dieſelben Gleichungen. 

Gleichwie bei rechtwinkligen Coordinaten ein Punkt im Raum als der 
Durchſchnitt von drei Ebenen angeſehen wird, die mit den Coordingtenaxen 
parallel find und ſich rechtwinklig ſchneiden, fo wird bei elliptiſchen Coordi— 
naten ein Punkt im Raum als der Durchſchnitt von drei homofokalen Flächen 
betrachtet, die ſich ebenfalls rechtwinklig ſchneiden. Die elliptiſchen Coordina— 
ten find die großen Halbaxen e, , » der Flächen (9), (m), (). Bewegt ſich 
der Punkt fo, daß er immer auf dem Ellipſoid (2) bleibt, fo findet die Glei— 
chung ſtatt e - const.; bleibt er zugleich auf dem Hyperboloid (5), jo muß 
er außerdem noch die Gleichung — const. befriedigen. Dieſe zwei Rela— 
tionen entſprechen alſo dem Durchſchnitt beider Flächen, d. h. einer Krüm— 
mungslinie entweder des Ellipſoids oder des Hyperboloids. Wir haben nun 
für die Krümmungslinien des Ellipſoids, des ein- und des zweimantligen 
Hyperboloids die nachſtehenden drei Paare von Gleichungen: 


5. „ = Const. v= const, 
0 = const, =const. 
6. 0 = const. v = const. 
const. a const. 
7. 0 = const. const. 
const. v= const. 


D Nel t und b. = Vo? — v2 find die Semidiameter des Ellip— 
ſoids, welche den Tangenten der beiden durch den Punkt (e, %, “) auf dem 
Ellipſoid (e) gehenden Krümmungslinien parallel find, und zwar iſt D pa⸗ 
rallel der Tangente der Krümmungslinie e = const. » = const., und D“ 
parallel der Tangente der Krümmungslinie e = const. ½ = const. Das 
vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene von (0) gefällte Perpendikel wurde 
P genannt. Die Gleichung 13 des §. 21 gibt den Werth 


1 Ver b. Ver — es 


V V 


Hieraus findet man nun ſogleich, daß bei der Krümmungslinie @ const. 


RT WEINE 
const. das Produkt P. b = W — 1: V auch konſtant 
2 2 


iſt, und daß bei der Krümmungslinie e = const, „ const. das Produkt 
22 — b. 


Pr Des 


re A 
- Be konſtant iſt. Aehnliche Reſultate würde 
* 
man für die Krümmungslinien der beiden andern homofokalen Flächen ge— 
funden haben. 
8. P. D const. 

Diefe weitere Form für die Gleichung der Krümmungslinien enthält 
folgendes Theorem (von Joachimsthal, de curvis curvaturae et lineis bre- 
vissimis in superficiebus secundi gradus, Crelle XXVI. S. 155): 

Längs einer Krümmungslinie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Produkt des vom Mittelpunkt auf die 
Tangentialebene gefällten Perpendikels und desjenigen Semi— 
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diameters, welcher der Tangente der Krümmungslinie parallel 
iſt, konſtant. 
Derjenige Hauptkrümmungshalbmeſſer des Ellipſoids (e), welcher der 
Krümmungslinie g const. — const. entſpricht, hat den Werth 


E (e — h R W 


e Ve b Ve. — e 53 Ve. — b. Ve. er 


Für die Krümmungslinien e —= const. „= const. würde man gefunden haben 


R= = const. 


9. 75 = const. 

Der Satz, welcher in dieſer Krümmungsliniengleichung enthalten iſt, 
läßt ſich ſo ausſprechen: 

Längs einer Krümmungslin ie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Verhältniß des Hauptkrümmungshalb— 
meſſers zur dritten Potenz des der Tangente parallelen Semi— 
diameters konſtant. 

Aus den angeführten Formeln finden wir ohne SUR die weitern 

R. PS inne C . 
0 an wu? 0? 3 g% 
alſo find auch dieſe Produkte für die Krümmungslinien e und w = const. 
e und » — const. konſtant. 
R. E onst. 

Dieſe Formel kann ebenfalls als die Gleichung der Krümmungslinien 
angeſehen werden und führt demgemäß zu dem Satz: 

Längs einer Krümmungslinie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Produkt des derſelben entſprechenden 
Hauptkrümmungs halbmeſſers und der dritten Potenz des Ab— 
ſtandes der Tangentialebene vom Mittelpunkt konſtant. 

NE * 
RO en m 

In jedem Punkt einer centriſchen Fläche zweiten Grades ift 
das Verhältniß der beiden Hauptkrümmungs halbmeſſer gleich 
dem reciprofen Werth des Verhältniſſes der Quadrate von den 
Semidiametern, welche den entſprechenden Krümmungslinien 
parallel ſind. 

Der vom Mittelpunkt nach dem Punkt (e, w, „) gezogene Halbmeſſer hat 
zufolge der Gleichung 10 des §. 21 den Werth H = Vor+u?+r?—b?—e? 


alſo 


H — „2 = 9 + = be —.c? 
Der Ausdruck rechts iſt längs iR Krümmungslinie e const. = const. 
konſtant; alſo haben wir die Formel: 
12. H2 — 2 const. 
Bei einer Krümmungslinie auf einer centrifhen Fläche 
zweiten Grades iſt die Differenz der Quadrate des nach einem 
Punkt derſelben gezogenen Halbmeſſers und der großen Halb— 
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axe von derjenigen homofokalen Fläche, welche die Krümmungs— 
linie in dem Punkte ſenkrecht ſchneidet, fonftant. 

Die Gleichungen 7, 8, 9 des F. 21 führen noch zu einem weiteren Satze; 
man erhält daraus 


W N W. b. V. b 
1 F ’ 


(2 — »? 0 Ver — b? 

Die Ausdrücke rechts von dieſen Gleichungen find konſtant längs der 
Krümmungslinien e = const. 4 = const., alſo find es auch die linken 
Ausdrücke: 

Bei einer Krümmungslinie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Verhältniß der Abseiſſe eines Punktes 
zu derjenigen Halbaxe der die Krümmungslinie in dieſem Punkte 
ſenkrecht ſchneidenden homofokalen Fläche, welche mit dieſer 
Abseiſſe gleiche Richtung hat, konſtant. 

Eine andere Form für die Gleichung der Krümmungslinien läßt ſich noch 
auf folgende Art, finden: Man nehme eine weitere homofokale Fläche (0) 

2 2 
an, 8 + . En ee — 1, und nenne wie oben den Abftand 
der Tangentialebene von (0) von ihrem Pol hinſichtlich dieſer neuen Fläche P, 
fo iſt nach . 22 


N 
p. 5 = b % P = oder 
1 Ver WM ( — ©) 


@ Vor — bye es 
8 _ Mer!) P Nena!) 


b Ve. Ver e D Ve. — bi Ver — es 

Bei einer Krümmungslinie auf einer centrifhen Fläche 
zweiten Grades iſt das Verhältniß des Abſtandes der Tang en— 
tialebene von ihrem Pol hinſichtlich einer homofokalen Fläche zu 
dem Semidiameter der gegebenen Fläche, welcher der Tangente 
der Krümmungslinie parallel iſt, konſtant. 

Bei der Wahl der homofokalen Fläche (eo) iſt man unbeſchränkt; man 
kann auch die Flächen ( und (v) nehmen; der obige Ausdruck für P gibt 
alsdann die Werthe 
9 1 (0? 23 2292 (g? 325 „2 p- > (0? — 42257 (0? gi „29 


Ve. be Vor — e e Ve? — bi Ver — es 
P = - R“ und P!“ - R 

Wir wollen nun an das Ellipſoid (2) eine Tangentialebene legen im 

Punkt Co, , ). Die Abſtände der Pole dieſer Ebene hinſichtlich der Flächen 

(%) und (7) find fo groß nach den vorſtehenden Gleichungen, als die beiden 

Hauptkrümmungshalbmeſſer von (2). Es läßt ſich weiter zeigen, daß die 

Pole, * und /, auf der Normale von (e) liegen, und daß fie mithin mit 
den beiden Krümmungsmittelpunkten zuſammenfallen. 


http://rcin.org.pl 


128 

Der Beweis beruht auf dem Satz, daß wenn man einer beliebigen Fläche 
einen Berührungskegel umſchreibt, die Tangente der Berührungskurve und die 
durch den Berührungspunkt gehende Erzeugende des Kegels konjugirte Tan— 
genten der Fläche find. Die durch (2, 4, ») gehende Tangentialebene von (0) 
ſchneide das Hyperboloid (u) in einer Kurve C, und das andere Hyperbo— 
loid 6) in der Kurve C“. Die Tangenten von 0 und C“ im Punkt (e, %% „) 
ſtehen auf einander ſenkrecht, weil die Flächen ( und 6) ſich ſenkrecht ſchnei— 
den. Dieſe Tangenten berühren zugleich die Krümmungslinien von (4) und 65, 
mithin ſtehen ſie ſenkrecht auf der konjugirten Tangente dieſer Flächen, welche 
die Normale von (e) iſt; nach dem angeführten Satz fällt dieſe Normale 
alſo mit den Erzeugenden der Berührungskegel zufammen , ſomit liegen die 
Spitzen dieſer Berührungskegel, oder die Pole * und 1“ der Tangentialebene 
von (e) hinſichtlich der Flächen (u) und () auf der genannten Normale. 
Auf andere Art wurde die gleiche Eigenſchaft im vorigen F. nachgewieſen. 
Wir haben alſo folgenden Satz: 

Die beiden Krümmungsmittelpunkte, welche den Haupt— 
krümmungshalbmeſſern in einem Punkt einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades entſprechen, ſind die Pole der Tangentialebene 
dieſes Punkts hinſichtlich der zwei durch denſelben gehenden 
homofokalen Flächen. 

Die Pole aller Ebenen, welche eine centriſche Fläche zwei— 
ten Grades in einer Krümmungslinie berühren, hinſichtlich der 
durch dieſe Krümmungslinie gehenden homofokalen Fläche, lie— 
gen auf der Fläche der Krümmungsmittelpunfte der erfteren 
Fläche; ferner liegen ſie noch auf der Polarfläche und endlich auf elliptiſchen 
oder hyperboliſchen Cylindern. Die Pole in Beziehung auf (a) der Tanz 
gentialebenen, welche (9) in der Durchſchnittslinie mit (w) berühren, haben 
nach 8. des vorigen $. . Gleichungen: 


x? x? 22 
Ma eee eee ee 
ec? (o?- bo (e?— b?) eb? (e?— ce?) e — 5 7 
* Y * 2 
1 + (b? 272: 7 h 1 y® Les 1 993 u 
o?e? (g?— 57 (c?—b?) o%b? 0 — c?) (c — 5) 


Die zwei letzten Gleichungen gehören den Polen der Ebenen an, welche (0) 
in der Durchſchnittslinie mit 00 berühren. 

Dieſe Formeln haben noch eine weitere und intereſſante Bedeutung. 
Die Krümmungsmittelpunkte irgend einer Fläche liegen auf einer beſondern 
aus zwei Mänteln beſtehenden Fläche. Wenn die Normale der gegebenen 
Fläche auf einer Krümmungslinie des erſten Syſtems fortſchreitet, ſo berührt 
ſie beide Mäntel zugleich, indem ſie auf dem erſten eine geodätiſche Linie 
beſchreibt, und auf dem zweiten eine Linie von beſonderer Gattung, deren 
Natux mit der geodätiſchen Linie eng zuſammenhängt, und welche wir aus 
dieſem Grunde konjugirte geodätiſche Linie genannt haben. Bewegt 
ſich dagegen die Normale auf einer Krümmungslinie des zweiten Syſtems, 
ſo beſchreibt ſie auf dem zweiten Mantel eine geodätiſche Linie und auf dem 
erſten eine konjugirte geodätiſche Linie. Gegeben iſt nun ein Ellipſoid (9) 
und eine Krümmungslinie e = const. a = const. auf demſelben. Wenn die 
Normale auf derſelben fortſchreitet, ſo zieht ſie eine geodätiſche Linie auf den 
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erſten Mantel der Krümmungsmittelpunktenfläche, welchen wir mit (m) bezeich— 
nen; auf dem zweiten Mantel (n), welcher ebenfalls von der Normale tangirt 
wird, beſchreibt ſie eine konjugirte geodätiſche Linie, und die Gleichungen der 
letzteren ſind die zwei erſten in 14. Bewegt ſich aber die Normale auf der 
Krümmungslinie g — const. v — const., jo berührt fie (n) in einer geodä- 
tiſchen und (m) in einer konjugirten geodätiſchen Linie; die Gleichungen der— 
ſelben ſind die zwei letzten in 14. Wir können dieß in folgendem Satz zu— 
ſammenfaſſen: 

Auf einem Mantel der Fläche, welche die Krümmungsmittel— 
punkte einer centriſchen Fläche zweiten Grades enthält, laſſen 
ſich geodätiſche Linien ziehen, deren Tangenten den zweiten 
Mantel in einer konjugirten geodätiſchen Linie berühren, welche 
ſich auf den Hauptebenen in concentrifhen Kegelſchnitten 
projieirt. 

Die Gleichung der geodätiſchen Linien auf dem Mantel (m) läßt ſich auf 
dieſe Art finden: 

Die Coordinaten der beiden Krümmungsmittelpunkte auf der Normale des 
Punkts (e, 7), welche mit den Axen die Winkel a, a“, a“ bildet, bezeichnen 


; ; „ U X — 
wir mit x, y, 2 und x, d it Ta cos a 1 — cos a“ 
2 — 2 } A 
RT cosa“ oder mit Benützung der bekannten Werthe von R, R“ 
cos a, cos a“, cos a“ 
5 ER 8 

Kun — ( — r . — 1 Ver — de Vor — v' (u? — »?) 

obe b Ve? . Vo: 9 

2 2 Bew 2 
„ 4 © 2 BR RN 


c Ver zer b? Ve? Au ec? 

Dieſe Gleichungen in Verbindung mit den zwei erſten von 14. dienen 
zur Elimination von x, y, 2 und v; die übrig bleibende Bedingungsgleichung 
enthält nur noch die Variabelen Xx, y., 2“ und iſt die geſuchte Gleichung der 
geodätiſchen Linie. 

Wir haben oben die drei Winkel, welche die Normale im Punkt (e ») 
auf dem Ellipſoid (e) mit den Axen der x, y, 2 bildet, a, a‘, a“ genannt 
und folgende Werthe gefunden: 

uv Vb VN = £ oe VAE DVL NV e 
cosa = —— — — (08a! = -—— ——— —-—ͤ 
be Vor— u? ο — »? b Wei- b N V ot»? 
e Ve? — u Ne — N — b 
e Ver — bi NV — WVor — 17 

Man ziehe durch den Urſprung eine Linie parallel mit der Normale; 
die Coordinaten eines Punkts auf dieſer Parallele ſeien x, y, 2, ſo beſteht 
die Relation: 


eos! = 


J dcs des es der 


NV. v 


N 25 — 


0 Var — Vor — C2. 0 Vor — 2 
9 


3 
94 


Böllen, Geometrie. 
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u Vo? — big — dVe — b v 
Ver— Ve br. b Ver — 7 
Wenn man aus dieſen beiden Gleichungen » eliminirt, fo erhält man 
x? y? 22 = 
FC 
Dieß iſt die Gleichung des Kegels, der ſeine Spitze im Mittelpunkt hat, 
und deſſen Erzeugende parallel mit den Normalen des Ellipſoids (e) find, deren 
Fußpunkte die Krümmungslinien — const. 4 = const. dieſer Fläche bilden. 


X 
2 


15. 


Pr X * th 
Würde man aber aus den Werthen von 15 und 2 U ftatt » eliminiren, 


fo erhielte man nachſtehende Gleichung: 
P x? y? 2? 
vg? — 7509 — 05 HN) ge? e (er?) 0%(g!—b?) 9 
Der hiedurch vorgeſtellte Kegel hat ſeine Spitze auch im Mittelpunkt und 
feine Erzeugenden find parallel mit denjenigen Normalen des Ellipſoids (e), 
deren Fußpunkte die Krümmungslinien e = const. „= const. find. 
Dieſe Kegel ſind homofokal; denn man kann, wenn die Nenner der Brüche 
in 15. A, B, C heißen, ſtatt dieſer Gleichung auch 
* 72 2 


W 2 * 
C 
f 300 DR 2 
ſchreiben; nun tft 
ER 2752 2 A B . 
r = b? (2 — eh); 5 Tr er (e?—b?) 2 


A C 
7 
Mithin find die Gleichungen der Fokallinien 


E 
11. = . * — 


Wir ſind hiedurch auf das bekannte Theorem gekommen: 

Wenn man durch den Mittelpunkt einer Fläche zweiten 
Grades (oder durch einen Punkt im Raum) Parallelen mit den— 
jenigen Normalen zieht, deren Fuß punkte die Krümmungs— 
linien ſind, ſo entſtehen zwei Syſteme von homofokalen Kegeln. 
Zieht man alſo durch den Mittelpunkt Ebenen parallel mit 
denjenigen, welche die Fläche in einer Krümmungslinie berüh— 
ren, ſo umhüllen dieſe Ebenen die Ergänzungskegel der genann— 
ten homo fokalen Kegel. 

Man lege durch die mittlere Axe des Ellipſoids (e) eine Ebene, welche 
mit der xy Ebene einen Winkel « bildet, fo daß 

2 


! rs 4b? 
cos’a = * 5 
iſt, fo ſchneidet dieſe Ebene (e) in einem Kreis. Wir nehmen die Krümmungs— 
linie e = const. = const., welche nach 1. auf dem Cylinder 
„ e eee 
F 
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liegt. Dieſer Cylinder ſchneidet die Kreisſchnittebene in einer Ellipſe, deren 


0 e D r j 
Halbaxen gleich — * und ee, die Gleichung 
9 — 
derſelben iſt alſo 
2 2 
18. 5 t 5 * 1 


f 2 — 5 „ g 
I 1 57 ( — b?) 


Die Differenz der Quadrate der Halbaxen i 


abhängig von „, demnach iſt ſie dieſelbe für alle Keine e men % const., 
oder die Ellipſen auf der Kreisſchnittebene ſind homofokal, d. h. ſie haben 
die Brennpunkte gemein; hierauf beruht dieſer bekannte Satz: 

Die Krümmungslinien einer centriſchen Fläche zweiten Gra⸗ 
des projiciren ſich auf einer Kreisſchnittebene in homofokalen 
Kegelſchnitten. Die Projektionslinien ſind parallel der kleinen 
Axe der Fläche zu ziehen. 


2, mithin uns 


$. 24. Die geodätiſchen Linien auf den homofokalen centrifchen Flächen. 


Es ſei f (X, y, 2) = 0 die Gleichung einer Fläche; wir ſetzen 45 . 
df df 
dy I üe 
Fläche 

X (dyd?z — dz dy) + Y(dzd?x — dxd?z) + Z (dxd'y — dyd’x) = o 
welcher Joachimsthal nachſtehende Form gegeben hat: 
dX dx dYd y dZd ez Xdx Xdx + Ydy +Zdz dxd?x + dyd’y+dzdtz _ 


—Z, ſo iſt die Gleichung einer geodätiſchen Linie dieſer 


dXdx +dYdy T dT dz X T VII 22 dx? ＋ dy T dz22 
Wenden wir dieſe Gleichung auf die Släße 
* 1 
er er bee 
an, ſo finden wir 
5 r 3 4 4 2 8 
„ 7 e 
8 „dx, . dz 
2 2 
dXdx + dYdy + dd = 115 + a 4 Po 5 
. dz? 
ax dr dy + dds = I d (% L b ae) 


Dadurch verwandelt ſich die allge Gleichung der geodätiſchen Linie 
in W 


d 8 (= un Mer 4 — 8 — d log (dx? + dy? + da?) 


z? 
+ ag E en — 5595 + ern): a — 0 


woraus man durch Integration erhält: 
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y? z? Li. dx? + dy? + dz? 

amt ee Sy dz: 
De 

Die durch den Mittelpunkt parallel mit der Tangente der geodätiſchen 

Linie gezogene Gerade hat die Gleichung 
g * d dy: dz 

Die Coordinaten des Durchſchnittspunkts dieſer Parallele mit dem Ellip— 

ſoid ſind alſo 


x? 
4: at 


dx? , dy? 

JJC ˙ A wir . re ER 

x = raten EI 29V Kr +y?+2z°) 
dz? 


22 = Fee ger = ya 5 22) 


2 2 
Da dieſe Werthe auch der Gleichung 0 + 05 1 b + 


z? 
0? EN * 


1 


genügen müſſen, fo ift 
dx? dy? di: rer 


renden rege 
dx? + dy? + dz? 
dx? dy? dz? 
0 „ 
x? + y? + 22 iſt aber das Quadrat des Semidiameters d, welcher der 
Tangente der geodätifchen Linie parallel iſt, und 
x? y? 2? 


—.— 


mithin 
+ 72 ＋ 22 


ara 5% . 6555 
iſt, wie bekannt, gleich er Pift die Länge des vom Mittelpunkt auf die 


Tangentialebene der geodätiſchen Linie gefällten Perpendikels, mithin ver— 
wandelt ſich die Gleichung 1 in folgende 


* 


Hierin iſt das Theorem (von Jochimsthal) enthalten: 

Längs einer geodätiſchen Linie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Produkt des vom Mittelpunkt auf die 
Tangentialebene gefällten Perpendikels und des der Tangente 
der geodätifchen Linie parallelen Semidiameters der Fläche 
konſtant. 

Wir haben oben geſehen, daß bei einer Krümmungslinie das Produkt 
P. D £onftant iſt, D iſt derjenige Semidiameter, welcher der Tangente der 
Krümmungslinie parallel iſt. Wenn eine geodätiſche Linie eine Krümmungs— 
linie 5 fo ift im Berührungspunkt D= d, mithin PD = Pd; hier: 
aus folat: 

Für alle geodätiſchen Linien einercentrifhen Fläche zweiten 
Grades, welche eine Krümmungslinie berühren, hat das Pro— 
dukt P. denſelben Werth. 

Wir wollen auf dem Ellipſoid (e) zwei ſymmetriſche Krümmungslinien, 
welche die Durchſchnitte des einmantligen Hyperboloids (6) mit (e) find, ber 
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trachten. Die Gleichungen dieſer Linien find alſo in elliptiſchen Coordi— 
naten 
const. = const. 
a Sie theilen die Fläche in drei Theile; den mittleren wollen wir A, die 
zwei äußern oder getrennten Theile B und C nennen. Für dieſe Krümmungs— 
linien gilt die Gleichung 


1 oe Vo? — D? Vo? 253 
Vo: — u? 


Zwei weitere Krümmungslinien, wovon die erſte im Raum A und die 
zweite in einem der andern Räume B oder C liegt, haben die Gleichungen 
„ 

Ver— uw? VO — 477 

Nun iſt offenbar “ > u > u” alſo P. D“ P. D P/. D“/; daraus 
folgt, daß die geodätifche Linie, welche die Krümmungslinien e S const. 
4% = const. berührt, ganz in dem Raum A liegen muß, und in keinen von 
den beiden andern Räumen, B oder C, übergehen kann. Denn würde ſie 
z. B. die Krümmungslinie g const. “ — const. berühren, fo wäre P. a 
— P,. D“, was mit der Bedingung P. 0 = P. D nicht übereinſtimmt; würde 
fie aber dieſe Krümmungslinie ſchneiden, jo wäre im Durchſchnittspunkt zwar 
P = P, aber d <D”, da D“ die größere Halbaxe derjenigen Centralellipſe 
iſt, deren Ebene mit der Tangentialebene parallel iſt, mithin Po < PD, 
was noch weniger mit der Bedingung P. 0 = P. D harmonirt. Wir haben 
hiemit nachſtehendes Geſetz hinſichtlich des Laufs, welchen die geodätiſchen 
Sue auf den centrifchen Flächen zweiten Grades im allgemeinen befolgen, 
gefunden: 

Eine geodätiſche Linie bewegt ſich immer zwiſchen zwei ſym— 
metriſchen Krümmungslinien, hat ſie die eine derſelben berührt, 
ſo wendet ſie ſich wieder gegen die andere; und ſo zieht ſie ſich 
in unendlich vielen Windungen im allgemeinen in der von bei— 
dem Krümmungslinien eingeſchloſſenen Zone um die Fläche 
herum. 

Die Nabelpunkte können als die Gränzen der Krümmungslinien angeſehen 
werden; in dieſem ſpeziellen Fall führt das Vorhergehende auf den Satz: 

Wenn eine geodätiſche Linie auf einer centrifhen Fläche 
zweiten Grades von einem Nabelpunkt ausgeht, ſo kann ſie keine 
Krümmungslinie berühren, ſondern ſie geht zu dem entgegen— 
geſetzten Nabelpunkt über. Alle geodätiſchen Linien, welche von 
einem Nabelpunkt aus gehen, bilden einen Strahl von Linien, 
welche zum zweitenmal im entgegengeſetzten Nabelpunkt con- 
vergiren. 

Zwei geodätiſche Linien, welche eine Krümmungslinie auf einer centrifchen 
Fläche zweiten Grades berühren, ſchneiden eine zweite Krümmungslinie in 
den Punkten A und B. Die vom Mittelpunkt auf die Tangentialebenen von 
A und B gefällten Perpendikel ſollen P und P“ heißen, während die Semi— 
diameter der Fläche, welche den Tangenten der Krümmungslinien in dieſen 
Punkten parallel find, mit D und D“ und diejenigen Semidiameter, welche 
den Tangenten der geodätifchen Linien in A und B parallel find, mit d und oͤ“ 
bezeichnet werden. Dem früheren zufolge iſt 


27.0“ 
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pP; Die #2. Di, F. Pi! 
mithin 
D D/ = 

Wenn zwei, eine Krümmungslinie auf einer centrifchen 
Fläche zweiten Grades berührende oder durch zwei Nabelpunkte 
gehende, geodätiſche Linien eine zweite Krümmungslinie ſchnei— 
den, ſo ſind die vier Semidiameter der Fläche, welche den Tan— 
genten der geodätiſchen Linien und der zweiten Krümmungs— 
linie parallel gezogen werden, in Proportion. 

Eine geodätiſche Linie ſchneidet eine Krümmungslinie in den Punkten 
B und C, die vom Mittelpunkt auf die Tangentialebenen in B und C gefällten 
Perpendikel ſeien gleich P“ und ?“; die den Tangenten der Krümmungslinie 
in B und C parallelen Semidiameter gleich D’ und D“ und die den Tangenten 
der geodätiſchen Linie parallelen Semidiameter gleich “ und 9“. 

p- 2 D/ = P“ R DM P. r 907 = pP”, 9.“ 
4. D“ 2 I — 07 2 9“. 

Wenn eine geodätiſche Linie eine Krümmungslinie auf 
einer centrifhen Fläche zweiten Grades in zwei Punkten 
ſchneidet, ſo ſind die vier Semidiameter der Fläche, welche den 
Tangenten dieſer beiden Linien in ihren zwei Durchſchnitts— 
punkten parallel ſind, in Proportion. 

Dieſer Satz läßt ſich leicht ausdehnen auf den Fall, wo eine geodätiſche 
Linie eine Krümmungslinie in mehr als zwei Punkten ſchneidet, oder wo 
letztere von mehreren eine Krümmungslinie berührenden oder durch einen 
Nabelpunkt gehenden geodätiſchen Linien getroffen wird. 

Es ſei AB Cb ein von vier Krümmungslinien gebildetes Viereck. 

P, P/, P“, P.“ find die vier vom Mittelpunkt auf die Tangentialebenen 
der Ecken des Vierecks gefällten Perpendikel. Man verbinde nun die Punkte 
A und D durch eine geodätiſche Linie, wie auch die Punkte B und C; die 
den Tangenten der erſten Verbindungslinie in A und D parallelen Semi- 
diameter find gleich o und 3“; die zwei andern Semidiameter der Fläche, 
welche den Tangenten von der zweiten Verbindungslinie in B und C parallel 
find, ſollen mit o“ und “ bezeichnet werden. Nun iſt 

P. 0 — Bee 945 P“. 0“ Ze P’ . ““ 
Pi Plug 1104 Pi, BE ROM 
aber nach einem Satz des $. 21 haben wir 
n 
SR 0 N AR 0. 4 0 oder 0 . 07 — den 5 do 

Die vier Semidiameter einer centriſchen Fläche zweiten 
Grades, welche den vier Tangenten von zwei geodätiſchen Linien 
parallel ſind, wovon jede zwei Ecken eines Krümmungslinien— 
vierecks verbindet, ſind in Proportion. 

In dem Krümmungslinienviereck ABCD find die genannten zwei geo— 
dätiſchen Linien entweder AB und CD, oder AD und BC, oder endlich auch 
die Diagonalen AC und BD. 

Vier geodätiſche Linien, welche eine Krümmungslinie berühren, bilden 
ein geodätiſches Viereck ABC D. Die vom Mittelpunkt auf die Tangentials 
ebenen von A, B, C, D gefällten Perpendikel ſollen wieder mit P, P P. P“. 
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bezeichnet werden. Die vier Semidiameter, welche den Tangenten der geo— 

dätiſchen Linien AB und ED in den Punkten A, B, C, D parallel ſind, 

nennen wir d, 07, 0“, “, und die andern vier Semidiameter, welche den 

Tangenten der geodätischen Linien AC und BD in den Punkten A, B, C, D 

parallel find, d, d', d“, d-“, fo iſt 

P. 0 = P/. 0 / = P/“, 0, = P“, 6" = P. d P/, d“ =P“, d“ = P.d“ 
s = d, 6“ = d, d“ = d“, 9% = d 


In einem Punkt A einer Krümmungslinie laufen zwei geodätiſche Linien 
zuſammen, welche eine zweite Krümmungslinie berühren. Man ziehe durch 
den Mittelpunkt der Fläche eine Ebene parallel der Tangentialebene von A. 
Die Durchſchnittskurve iſt ein Kegelſchnitt, deſſen Halbaxen wir mit D und 
D’ bezeichnen wollen; diejenigen Semidiameter deſſelben, welche den Tangenten 
der geodätiſchen Linien in ihrem Durchſchnittspunkt A parallel find, ſeien d 
und 0°; fo hat man, wenn P das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene 
gefällte Perpendikel it, P. 9 = P. s“, weil beide geodätiſche Linien eine 
Krümmungslinie tangiren, alſo d = 05 } mithin wird der Winkel und der 
Nebenwinkel der Semidiameter d und d’ von den Halbaxen D und D“ des 
Kegelſchnitts halbirt; letztere Halbaxen ſind aber den Tangenten der ſich in A 
ſchneidenden Krümmungslinien parallel, ſomit haben wir folgenden Satz: 


Wenn ſich in einem Punkt auf einer eentriſchen Fläche zwei— 
ten Grades zwei geodätiſche Linien, die eine Krümmungslinie 
berühren oder durch zwei Nabelpunkte gehen, ſchneiden, ſo wird 
der Winkel, den ſie im Durchſchnitts punkt bilden, von den bei— 
den Krümmungslinien halbirt, die durch dieſen Durchſchnitts— 
punkt gehen. 

Es ſeien A und B zwei ſymmetriſche Punkte einer Krümmungslinie bins 
ſichtlich einer der Hauptebenen der Fläche. Man ziehe durch A und B zwei 
geodätiſche Linien, welche eine zweite Krümmungslinie berühren, ſo beſteht 
die Gleichung P. 0 = P. d; da offenbar die Abſtände der Tangentialebene 
der Punkte A und B vom Mittelpunkt einander gleich find; mithin iſt J o; 
die beiden Diametralſchnitte, welche dieſen Tangentialebenen parallel durch den 
Mittelpunkt gelegt werden, ſind kongruent, alſo ſind die Winkel, welche ihre 
Semidiameter d und d’ mit den Axen der Schnitte machen, gleich, und da 
letztere Axen parallel den Tangenten der Krümmungslinie in A und B find, fo 
ſchneiden auch die geodätiſchen Linien die Krümmungslinie AB unter demſel— 
ben Winkel; hierauf beruht der Satz: 

Zwei geo däͤtiſche Linien einer centriſchen Fläche zweiten 
Grades, welche eine Krümmungslinie berühren, oder durch 
einen Nabel punkt gehen, ſchneiden eine zweite Krümmungs⸗ 
linie in zwei zu einer der 1 LERRDEN der Fläche ſymmetriſchen 
Punkten unter gleichem Winkel. 

Die geradlinigen Erzeugenden eines einmantligen Hyperboloids find zwei 
geodätiſche Linien, welche die genannte Eigenſchaft haben; alſo halbiren die 
Krümmungslinien in einem Punkt eines einmantligen Hyperboloids die Winkel 
der durch dieſen Punkt gehenden geradlinigen Erzeugenden. 

Dieſer Satz wurde zuerſt von Dupin aufgeſtellt, und läßt ſich noch auf 
viele andere Arten beweiſen. 

Wenn man durch einen Punkt auf einer Fläche zwei Tangenten zieht, ſo 
daß ſie gleiche Winkel mit den Tangenten der durch dieſen Punkt gehenden 
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Krümmungslinien bilden, fo haben die beiden durch jene Tangenten gehenden 
Normalſchnitte der Fläche gleiche Krümmungshalbmeſſer. Hieraus läßt ſich 
der Satz ableiten: 

Die Krümmungshalbmeſſer von zwei geodätifhen Linien 
auf einer centriſchen Fläche zweiten Grades, welche eine Krüm⸗ 
mungslinie berühren, oder durch zwei Nabelpunkte gehen, in 
dem Punkt, wo ſie ſich kreuzen, ſind einander gleich. 

Nach dem Satze von Dupin ſind die Krümmungshalbmeſſer in einem 
Punkt einer centriſchen Fläche zweiten Grades den Quadraten der Semidia— 
meter desjenigen Diametralſchnitts der Fläche proportional, welcher der Tan— 
gentialebene dieſes Punkts parallel iſt. 

Wir haben in F. 21 die Gleichungen gefunden 


C0000 AT 


(Veri — bv — e? oe Vo! be Ne — er 
— 2 3 —— — 
En — 95 Be 88 = b. = Ver — u D = vor — 
Nm Notre 
D? Di? 
Be "en. Ba. 07:0 


Weil nun D und D“ die Halbaxen dieſes Diametralſchnitts find, welche 
den Tangenten der Krümmungslinien parallel laufen, fo folgt daraus unmittelbar 
2 
G. — 
hier bezeichnete r den Krümmungshalbmeſſer der durch den Punkt auf der 
Fläche gehenden geodätiſchen Linie, deren Tangente parallel dem Semidiameter 
o des Diametralſchnitts iſt. Da längs einer geodätiſchen Linie das Produkt 
P. 0 konſtant iſt, fo haben wir nach 6. 
3 


. * constante 


Dieſe zweite Gleichung der geodätiſchen Linie enthält folgendes Theorem: 

Längs einer geo dätiſchen Linie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Verhältniß der dritten Potenz des der 
Tangente parallelen Semidiameters der Fläche zum Krüm— 
mungshalbmeſſer dieſer Linie konſtant. 

Zwei geodätiſche Linien, welche eine Krümmungslinie berühren, ſchneiden 
eine zweite Krümmungslinie in den Punkten A und B; ihre Krümmungshalb— 
meſſer ſeien in A r und in B r'. Die Hauptkrümmungshalbmeſſer der 
Fläche, welche den durch die Tangenten der Krümmungslinie in A und B 
gelegten Normalſchnitten entſprechen, bezeichnen wir mit R und R' und die 
vom Mittelpunkt auf die Tangentialebenen dieſer Punkte gefällten Perpendikel 
mit P und P, endlich ſeien die den en der ſich in A und B kreuzenden 
Linien parallelen Semidiameter D und 6, b“ und 9 fo iſt 


S e er 
R= m; R= 7; e PEN e 
= 92 d2 D? 
= vr 
2 der Gleichung 3 dieſes Paragraphs iſt D. 0 = D. 0? alſo 
n Sr! 
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Wenn zwei, eine Krümmungslinie berührende oder durch 
zwei Nabelpunkte gehende, geodätifhe Linien einer centriſchen 
Fläche zweiten Grades eine zweite Krümmungslinie ſchneiden, 
fo find die Krümmungshalbmeſſer der den Tangenten der geo⸗ 
dätiſchen Linien und der Krümmungslinie in den Durchſchnitts— 
punkten entſprechenden Normalſchnitte der Fläche in Proportion. 

Eine ſolche Proportionalität der Krümmungshalbmeſſer findet in allen 
Punkten ſtatt, wo eine Krümmungslinie von mehreren geodätiſchen Linien ge— 
troffen wird, für welche P. o denſelben Werth hat. 

Ganz analog wird mittelſt der Gleichung 4 dieſes Paragraphs der Be— 
weis des Satzes geführt: 

Wenn eine geodätiſche Linie eine Krümmungslinie auf einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades in zwei Punkten ſchneidet, ſo 
ſind die Krümmungshalbmeſſer der den Tangenten der geodäti— 
ſchen und der Krümmungslinie in den Durchſchnittspunkten ent 
ſprechenden Normalſchnitte der Fläche in Proportion. 

Aus der Gleichung 6 folgt 

„ Pipe 0% ne 

Hierauf beruht der Satz (von Joachimsthal): 

Längs einer geodätiſchen Linie verhalten ſich die Krümmungs— 
halbmeſſer der Linie umgekehrt wie die dritten Potenzen der 
vom Mittelpunkt der Fläche auf die Tangentialebenen gefällten 
Perpendikel. 

Wenn man zwei geodätiſche Linien auf einer centriſchen 
Fläche zweiten Grades zieht, wovon jede zwei Ecken eines Krüm⸗ 
mungslinienvierecks verbindet, ſo ſind die vier Krümmungs— 
balbmeffer der geodätiſchen Linien in den Ecken des Vierecks 
ro een 

ABC iſt ein geodätiſches Dreieck. Die beiden Krümmungshalbmeſſer 
der in den Ecken A, B, C zuſammenſtoßenden geodatiſchen Linien bezeichnen 
wir der Reihe nach mit ra, r“; ro, r“; re, Ve; die vom Mittelpunkt der 
Fläche auf die Tangentialebenen von A, B und C gefällten Perpendikel mit 
Pa, Po, Pe, fo iſt zufolge der Gleichung 9 

ta, PEN = I er * % Pe re. PS = r. . 

10. ra rr 0 Fr. Ei 

Die ſechs . in den Ecken eines geo— 

dätiſchen Dreiecks auf einer Fläche zweiten Grades bilden zwei 
Gruppen; das Produkt der drei in der erſten Gruppe enthalte— 
nen iſt gleich dem Produkt der drei andern. 

Dieſes Theorem von Joachimsthal iſt folgender Erweiterung fähig: 

Wir nehmen auf einer ſolchen Fläche ein beliebiges geodätiſches Vieleck 
au, z. B. das Fünfeck AB CDE, und führen ganz analoge Bezeichnungen ein, 
ſo beſtehen die Gleichungen: 

r.. PA. = rb. P35; ro. P3 = re . P; re. PI = r. Pa; 

J7(öüͤĩ§“ẽw Pier 

en N re rd te STE FETT e r. 

Die Krümmungshalbmeſſer in den Ecken eines geodätiſchen 
Vielecks von n Seiten bilden zwei Gruppen. Das Produkt 
der n Krüm mungshalbmeſſer, welche in der erſten Gruppe ent: 
halten ſind, iſt gleich dem Produkt der nandern. 
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Da für eine geodätiſche Linie das Produkt P. 0 konſtant ift, fo wollen 
wir die zehn Semidiameter der Fläche, welche den Tangenten des geodätiſchen 
Fünfecks in den Ecken ABC DE parallel find, der Reihe nach bezeichnen mit 
da, 0%; db, %%; de, d; ga, %; de, 675 und erhalten folgende Glei— 
chungen: 

da. Pa = 0% Po; do. Po = %% e; de: Pe = 0/4 Pa 
6a. Pa = d Pe; de. Pe = S Ba 
1 da. db. de. da. de = 9 Ob. 0 da. Ö’e 

Die Semidiameter einer centriſchen Fläche zweiten Grades, 
welche den Tangenten in den Ecken eines geodätiſchen n Ecks 
parallel ſind, theilen ſich in zwei Gruppen; das Produkt der 
n Semidiameter der einen Gruppe tft gleich dem Produkt der 
n Semidiameter der andern Gruppe. 

Durch einen Punkt A auf dem Ellipſoid (0) ziehen wir die beiden 
Krümmungslinien, deren Gleichungen in elliptiſchen Coordinaten ſind, 

= const. „ = const. und @ = const. „ = const. 

Ferner gehe durch A eine geodätiſche Linie, welche mit der erſten Krümmungs⸗ 
linie den Winkel i bildet. Durch den Mittelpunkt der Fläche geht eine Ebene, 
welche dieſelbe in einer Ellipſe ſchneidet, deren Halbaxen D und D’ heißen. 
Der Semidiameter dieſer e welcher der Tangente der geodätiſchen Linie 
in A parallel iſt, ſei gleich oͤ, fo iſt der Winkel zwiſchen d und D i, da 
D der Tangente der erſten Krümmungslinie (e — const.) parallel iſt. Wir 
haben nun die bekannte Gleichung 

La. 200884 sin? i 

F Dr 

Nach 21. und 22. in F. 21 iſt 
?= 0? — 12 und D/ = 2 — u? 


ne 
0 1; 


alſo 


— (A cos? i ＋ „ sin? i) 
Nun haben wir für die geodätiſche Linie P. 90 = constante = C; ferner 


be Vo? 2 Ve: Ban 


Vor— u? Ver — » 

Durch Einſetzung dieſer Werthe in die vorige Gleichung iſt 

2 2 b? 2— mi 
une — 0° — (u? cos i + sin? j) 

13. „ cos? i + »v?sin’i= C 
2 n 1 

it e eee = constante, Den Werth die⸗ 

fer neuen Konſtante C“ können wir leicht beſtimmen. Es ſeien g = const. 
und & = const. die Gleichungen in elliptiſchen Coordinaten . Krüm⸗ 
mungslinie von (e), welche die geodätiſche Linie tangirt, d. h. à iſt die 
große Halbaxe desjenigen homofokalen Hyperboloids, deſſen Durchſchnitt mit 
(0) die genannte Krümmungslinie it. Im Berührungspunkt iſt i = o Grad, 
alſo cos i 1; sin i -= o, ferner it «= a; die Gleichung 13 verwandelt 


ſich ſomit in 
a? = 22 
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Da nun der Werth der Konſtanten beſtimmt ift, fo ſchreiben wir die 
Gleichung der geodätiſchen Linie in dieſer, von Liouville zuerſt gefundenen, 
Form: 

14. wu? cos? i + v? sin? i = e? 

Wenn die Linie durch einen Nabelpunkt geht, fo iſt & Sb, man er— 

hält dann 
u? cos i + v? sin’i = be 

Aus dieſer Gleichung laſſen ſich, wie aus derjenigen von Joachimsthal, 
viele Eigenſchaften der geodätiſchen Linien ableiten. Schneiden ſich z. B. 
zwei geodätiſche Linien, welche eine Krümmungslinie berühren, im Punkt A 
des Ellipſoids, wo die Krümmungslinien = const. und » = const. zu— 
ſammentreffen, fo iſt * cos?ti + sini A ν co i, + v? sinti‘ = 45 

u — (u? — »?) sin? i = u — ( — ) sind i“ 
* 
welchen Satz wir ſchon oben gefunden haben. 

Aus 14. erhalten wir 
— ä — Mr 1 
Vur — 7 Vu! — 2 Ver — 7 

Wir ziehen durch den Punkt A des Ellipſoids zwei geodätiſche Linien, 
welche die Krümmungslinien 6 const. & = const. und e - const. 8 = const. 
berühren; dieſe geodätiſchen Linien bilden im Punkt A mit der Krümmungs— 
linie c const. die Winkel i und i“; die Gleichungen 15 führen nun auf 
folgende: 


15. cos 1 


—  .,2.Mw— PR 
EINLL = Br sin i“ . 
Vur — „ Var — 2 

sin i Vur— a: 

16. ef . ˙1——Üʃ 

Sin 1 Vur — 92 


So lange ſich der Punkt A auf der Krümmungslinie = const. bewegt, 
bleibt „ unveränderlich und da die geodätifchen Linien, welche von A aus— 
gehen, immer die Krümmungslinien & = const. und 8 — const. berühren, fo 
haben wir folgendes Theorem (von Liouville): 

Wenn ſich die Spitze eines von zwei geodätiſchen Linien auf 
einer centriſchen Fläche zweiten Grades gebildeten Winkels, 
welche zwei beſtimmte Krümmungslinien berühren, auf einer 
dritten Krümmungslinie bewegt, ſo iſt das Verhältniß der Sinus 
der Winkel, welche die geodätiſchen Linien mit der letzteren 
Krümmungslinie bilden, konſtant. 

Nehmen wir aber an, daß ſich die durch den Punkt A gezogenen geo— 
dätiſchen Linien, welche die Krümmungslinien & = const. und 8 - const. 
berühren, unter rechtem Winkel ſchneiden, ſo haben wir die Gleichungen 
oder Dee 

Vur— „ Var — 2 
17. % ＋ 7 = a? + 82 = const. 

Nun iſt die Länge des nach dem Punkte A oder (2,%% ) gezogenen 
Semidiameters der Fläche = Vo?+ u? „ — b — es, mithin iſt auch 
9 1 konſtant. Hierin liegt nachſtehender Satz (von Michael 

oberts): 


sos 1 din i“ 
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Die Spitze eines von zwei geodätifhen Linien auf einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades gebildeten rechten Winkels, 
welche zwei beſtimmte Krümmungslinien berühren, bewegt ſich 
auf einer ſphäriſchen Kurve, oder auch auf einer ſolchen Kurve, 
welche die Eigenſchaft hat, daß die nach ihren Punkten gezogenen 
Semid iameter der Fläche den konjugirten Tangenten einer dritten 
Krümmungslinie parallel ſind. 

Dieſer Satz hat natürlich auch noch ſeine Geltung, wenn die beiden 
geodätiſchen Linien nur eine Krümmungslinie berühren, oder wenn ſie durch 
zwei Nabelpunkte gehen; in allen drei Fällen bietet die Geometrie der Ebene 
merkwürdige Analogieen dar. 

Auch das vorhin angeführte Theorem von Lioupille iſt eine Verallge— 
meinerung des Satzes, nach dem zwei geodätiſche Linien, welche eine Krüm⸗ 
mungslinie berühren, eine zweite Krümmungslinie unter gleichen Winkeln 
ſchneiden; denn man erhält aus 16., wenn « = 5 geſetzt wird, 

sin i = sin i“ 

Man nehme auf einer Krümmungslinie fünf Punkte an, ABCDE, und 
verbinde dieſelben durch geodätiſche Linien. Die Winkel, welche je zwei in 
A, B, C, D, E zuſammenſtoßende Seiten des Fünfecks mit der Krümmungs⸗ 
linie bilden, bezeichnen wir der Reihe nach e ee 33; 
1, JA; die geodätiſchen Linien AB, BC, CD, DE, EA berühren die Krüm⸗ 
mungslinien «= const.; = const.; y = const.; d const.; 58 = deonst. 

Wir haben ſomit folgende zehn Gleichungen, indem wir bemerken, daß 
die Krümmungslinie AB CDE oder = const. in A, B, C, D, E von den 
Krümmungslinien S const.; / = const.; “! = const.; 1945 = const.; 
vH const. geſchnitten wird: 


F 77 Ra 
sin i = 1 sinit= ; sin i Rn a; 
Vu? — »v? Vu? — v’? Vu?—v‘'? 
N ih pr 
EA ne I RE 
Vu? vi? * wu? 42 
g M Nr e u? — ß? 
sin J = 2 e ͤ— sin J = l sin J? = > 55 
N u . 
7 VA 
Bine = — ; sin J 333 
* 4 2— 7,95 N ur"? 


18. sini.sini!, sini?, sin is, sin i! = sin J. sin JU. sin J?. sin JB. sin] 

Dieſe Schlußweiſe läßt ſich auf ein beliebiges, einer Krümmungslinie 
einbeſchriebenes geodätiſches Vieleck ausdehnen. Die Gleichung 18 gibt uns 
den Lehrſatz: 

Wenn man einer Krümmungslinie auf einer centriſchen 
Fläche zweiten Grades ein geodätiſches Vieleck von n Seiten 
einbeſchreibt, ſo laſſen ſich die Winkel, welche jede Seite des 
Vielecks mit der Krümmungslinie bildet, in zwei Gruppen brin⸗ 
gen. Das Produkt der Sinus der n Winkel in der erſten Gruppe 
iſt gleich demProdukt der Sinus dern Winkel in der andern Gruppe. 

Man kann auch einer Krümmungslinie ein geodätiſches Vieleck von der 
Art einbeſchreiben, daß deſſen Seiten ſämmtlich wieder eine zweite Krümmungs— 
linie berühren; alsdann bilden je zwei anſtoßende Seiten mit der erſten 
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Krümmungslinie gleiche Winkel. Wir wollen dieſe Winkel für ein geodätiſches 
Dreieck ABC i, i, i? nennen. Die erſte Krümmungslinie ſei w = const. 
die zweite « = const. Nun finden die drei Gleichungen ſtatt 


ß RENTE, 

sin 1 — ; F en 
772 2’ 7 = 2’ 5 

Vu? — v Vn — * Vur— 5772 


Dieſe drei Relationen enthalten zwei Konſtante, „ und æ, und ſechs 
Variabeln, sin i, sin i, sini?; „ / », mithin kann denſelben auf unendlich 
viele Arten Genüge geleiſtet werden; wenn alſo allgemein eine Krüm— 
mungslinie auf einer Fläche zweiten Grades gegeben iſt, ſo gibt es unendlich 
viele Dreiecke (oder Vielecke von beſtimmter Seitenzahl), welche derſelben fo 
einbeſchrieben werden können, daß ihre Seiten zugleich alle eine zweite Krüm— 
mungslinie berühren. 

Nach dem Theorem von Euler beſteht die Gleichung 

* KT URN sin?i 
r R R’ 

Wenden wir dieſelbe auf die geodätiſchen Linien der Flächen zweiten 
Grades an. Rund R find die Hauptkrümmungshalbmeſſer des Ellipſoids (9) 
in dem Punkte, wo es von den homofokalen Hyperboloiden ( und (v) ge— 
ſchnitten wird, alſo 

(e? — u) (0? N Ro en lg — 
0 ( — 569% (0? — 9 0 (e — b ½ ( — cd). 

i iſt der Winkel, welchen die Tangente der geodätiſchen Linie mit der 
Krümmungslinie (%) macht; x iſt der Krümmungshalbmeſſer der geodätiſchen 
Linie, und alſo zugleich des durch die Tangente gehenden Normalſchnitts 
der Fläche. Durch Subſtitution der Werthe von R und R' in die obige 
Gleichung erhalten wir 


„ e 2 sin?i 
19, lee er rer 7 lo ( cm + »? sin?i } 


Nach dem Satze von Liouville ift die Größe w? cos?i+ v?sin?i = const. 
längs aller geodätifchen Linien des Ellipſoids (e), welche eine Krümmungs⸗ 
linie dieſer Fläche tangiren; alſo haben wir auch für ſolche geodätiſche Linien 


20 (0? 4 (2 — vd Ds, D/ 


= const. oder * const. 

D. D“. u iſt der Inhalt desjenigen Diametralſchnitts von dem Ellipfoid 
(b), welcher der Tangentialebene der geodätiſchen Linie parallel iſt. Die 
Gleichungen 20 enthalten ſomit dieſen Satz: 

Längs aller geodätiſchen Linien einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades, welche eine Krümmungslinie berühren, iſt das 
Verhältniß der dritten Potenz des Inhalts von dem der Tan— 
gentialebene parallelen Diametralſchnitt der Fläche zum Krüm- 
mungshalbmeſſer der geodätiſchen Linie fonftant. 

Wir können auch die frühere Gleichung (9) r. PS = const. ableiten 

Vo? — b? Zu nA 
aus 49... Da, P— ee und finden dann weiter, daß 
Vor — Vor — 7 
die Krümmungshalbmeſſer aller, eine Krümmungslinie berüh— 
renden, oder durch einen Nabelpunkt gehenden geodätiſchen 
Linien einer centriſchen Fläche zweiten Grades da, wo fie eine 
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Poloide treffen, oder eine Linie, für welche die vom Mittelpunkt 
der Fläche auf ihre Tangentialebenen gefällten Perpendikel 
einen konſtanten Werth haben, einander gleich ſind. 

Setzen wir aber umgekehrt die Gleichung r. P? = const. für geodätiſche 
Linien als bekannt voraus, fo führt die Gleichung 19 auf die Liouville'ſche 
Form e cos si + »?sin?i = const., und wir haben ſomit einen weiteren 
Beweis dieſer letzteren Relation. 

Die Gleichung 15 des F. 4 heißt 

. ih 
A 05 i+ f sin ei 
Hr eos + 17 sin? i 

Hier iſt A die Poldiſtanz des Elements einer Linie auf einer Fläche, 
welches mit einer Krümmungslinie den Winkel i bildet. Es ſei z. B. MM‘ 
ein ſolches Element. Die beiden Normalen der Fläche, deren Fußpunkte M 
und M“ find, ſchneiden ſich nicht, vorausgeſetzt, daß MM“ keiner Krümmungs— 
linie angehört; dagegen gibt es zwei Punkte auf den Normalen, welche ihre 
kürzeſte Entfernung angeben; die Verbindungslinie derſelben ſteht ſenkrecht 
auf beiden Normalen, und der Punkt, wo dieſe Verbindungslinie die erſte 
Normale trifft, heißt nach Joachimsthal der Pol des Elements MM“, die 
Entfernung des Pols von der Fläche iſt die Poldiſtanz dieſes Elements. Wir 
wollen nun annehmen, MM“ ſei ein Element einer geodätiſchen Linie auf dem 
Ellipſoid (e) und i ſei der Winkel, welchen MM’ mit der durch M gehenden 
Krümmungslinie () bildet, fo haben wir, mit Benützung der bekannten 
Werthe von R und R“, und indem wir annehmen, daß ſich in M die beiden 
Krümmungslinien (u) und () dſchneiden, 


5 


cos?i sin? i 
FR 4 (0? a) (er) + (eu 0 —75 5 
8 Ve bVo?-.c? cos?i 5 sin? 
eee ee 
cos?i sin?i 
u ee 

* 606 —b 92.66 — 59% cos?i sini! 

Bet — ud? 
Bezeichnen wir den mit der Tangente MM’ der geodätifchen Linie paralle— 
len Semidiameter des Ellipſoids (e) mit d, fo iſt 2. no r br 


D>D, find die Halbaxen des der Tangentialebene von M parallelen Diame— 
tralſchnitts; ferner iſt D? = 0? — „ und D,? = 0? — , alfo 
cos?i sin?i 1 
Pe = N 
Wir fällen vom Mittelpunkt dieſes Diametralſchnitts auf diejenige Tan— 
gente deſſelben, welche durch den Endpunkt des Semidiameters d geht, ein 
Perpendikel, welches wir mit p bezeichnen, ſo iſt einer bekannten Eigenſchaft 
der Ellipſe zufolge 
cos?i sin?i 1 


( — 7 )7 f ( — ad)? pr. 
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Durch Verbindung der letzten drei Gleichungen erhalten wir folgenden 
einfachen Ausdruck für A: 
21. A= pe 88 


e Ver br Ver cr 


Das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene von M gefüllte Perpen— 
dikel nennen wir, wie früher, P, 


oe Vor b Ver — 2 


Ver — u Ver — »: 


Pr 


22. = — 


In dieſer Gleichung iſt der Lehrſatz enthalten: 

Auf einer centrifhen Fläche zweiten Grades iſt ein Linien— 
element gegeben; man ziehe in dem Diametralſchnitt der Fläche, 
welcher der durch dieſes Element gehenden Tangentialebene 
parallel iſt, einen Semidiameter parallel dem Element, ſo iſt 
das Quadrat des Perpendikels, welches vom Mittelpunkt auf die 
durch den Endpunkt dieſes Semidiameters gehende Tangente 
des Schnitts gefällt wird, gleich der Poldiſtanz des Elements 
mal dem vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene herabgelaſſe— 
nen Perpendikel. 

Dieſer Satz gilt allgemein für irgend eine Linie auf den eentriſchen 
Flächen zweiten Grades. Bei den Krümmungslinien wird die Poldiſtanz 
gleich dem Hauptkrümmungshalbmeſſer der Fläche, und p fällt zuſammen mit 
einer Halbaxe des der Tangentialebene parallelen Diametralſchnitts, alſo ver— 
wandelt ſich die Gleichung 22 in 

D* 97 
Ku R. As- D 
welches der Satz von Dupin iſt. Bei den geodätifchen Linien haben wir die 
Gleichungen 
P. 0 = const. 0%, sin & = const. 

d und “ find diejenigen zwei Semidiameter der Fläche, welche parallel 
find einer Tangente und der konjugirten Tangente der geodätiſchen Linie. 
90“. sin iſt ſomit das vom Endpunkt des Semidiameters 9“, der mit der 
konjugirten Tangente parallel iſt, auf den Semidiameter d herabgelaſſene 
Perpendikel; oder auch es iſt das vom Mittelpunkt auf diejenige Tangente 
des durch und d* beſtimmten Diametralſchnitts der Fläche gefällte Perpen— 
dikel, welche durch den Endpunkt von 6“ geht. Wir ziehen nun in einem 
Punkt einer geodätiſchen Linie das konjugirte Element; die Poldiſtanz deſſelben 
bezeichnen wir mit A“, und den enſprechenden Werth von p für dieſes Ele— 
ment mit p“, ſo iſt nach 22. 

2 
4. = 

Nun iſt offenbar p, = /. sin &; und d’. sin & längs der geodätiſchen 

Linie konſtant; alſo 
. 

Längs einer geodätiſchen Linie auf einer centriſchen Fläche 

zweiten Grades iſt das Produkt der Poldiſtanz des konjugirten 
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Linienelements und des vom Mittelpunkt auf die durch dieſes 
Element gehende Tangentialebene der Fläche gefällten Perpen— 
dikels konſtant. 

Die Konſtante in 23. hat denſelben Werth für alle geodätiſche Linien, 
welche eine Krümmungslinie berühren oder durch einen Nabelpunkt gehen. 
Da bei einer Poloide P = const. iſt, ſo haben wir noch dieſes Corollar: 

Bei allen geodätiſchen Linien, welche eine Krümmungslinie 
auf einer centriſchen Fläche zweiten Grades berühren, oder durch 
einen Nabelpunkt gehen, ſind in denjenigen Punkten, wo ſie von 
einer Poloide getroffen werden, die Poldiſtanzen der konjugir— 
ten Elemente einander gleich. 

In einem geodätiſchen Dreieck ABC bezeichnen wir die vom Mittelpunkt 
auf die Tangentialebenen der Ecken A, B, C gefällten Perpendikel mit Pa, 
Po, Pe und die Poldiſtanzen der tonjugirten Elemente in der Ecke A mit 
Ala; A“ in der Ecke B mit A; A“ in der Ecke C mit At; A”, 
ſo iſt nach 23. 

Seer; ! ß Au PR 

24,74 80: eee 

Es iſt klar, daß wir die gleiche Schlußweiſe auf ein beliebiges geodäti— 
ſches Vieleck hätten anwenden können, woraus ſich der Satz ergibt: 

Auf einer centriſchen Fläche zweiten Grades tft ein geodä— 
tiſches nEck gegeben. In jeder Ecke ſtoßen zwei Elemente der 
geodätiſchen Seiten zuſammen. Die Poldiſtanzen ihrer konju— 
girten Elemente ſind alſo im Ganzen von der Zahl 2n und theilen 
ſich in zwei Gruppen: das Produkt der n Poldiſtanzen der einen 
Gruppe iſt gleich dem Produkt der u Poldiſtanzen der andern 
Gruppe. 

Durch jeden Punkt einer Fläche laſſen ſich unendlich viele Paare konju— 
girter Elemente ziehen; es ſeien z. B. MM’ und MM“ zwei konjugirte Ele— 
mente. Nach dem früheren läßt ſich hierüber eine doppelte Definition geben. 
Die erſte iſt abgeleitet aus der Theorie der trajectoires und caractéristiques 
von Monge, und nach derſelben ſchneiden ſich die Tangentialebenen der Fläche 
für die Punkte M und M“ in der Linie MM’; oder umgekehrt, die Tangen⸗ 
tialebenen der Punkte M und M“ ſchneiden ſich in der Linie MM’. Die zweite 
Definition beruht auf der Lehre von den indicatrices des Dupin, von welchem 
auch die Benennung „konjugirte Tangenten“ ſtammt. Zieht man nämlich in 
der Tangentialebene des Punkts M die Tangenten der Krümmungslinien von 
Mund betrachtet dieſelben als Axen eines Kegelſchnitts, deſſen Mittelpunkt M 
und deren Größe WR und VR’ iſt, fo iſt dieſer Kegelſchnitt die indica- 
trice des Punkts M; je zwei konjugirte Tangenten (oder die Richtungen von 
zwei konjugirten Elementen) dieſes Punkts coincidiren mit zwei konjugirten 
Durchmeſſern der indicatrice. 

Die neunte Gleichung ke Paragraphen für geodätiſche Linien heißt 

= Const. 

r iſt der Reimmungsfalbmeffer der Linie. Durch Verbindung dieſer 
Relation mit 23. erhalten wir 


28 u — const. 


Hierin iſt folgendes Theorem ausgeſprochen: 
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Längs einer geodätiſchen Linie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades iſt das Verhältniß der dritten Potenz der Pol— 
diſtanz des konjugirten Elements der Linie zum Krümmungshalb— 
meſſer der letzteren konſtant. Die Konſtante hat für alle ſolche geo— 
dätiſche Linien, welche eine Krümmungslinie berühren, denſelben Werth; im 
Berührungspunkt verwandelt ſich A’ in den einen Hauptkrümmungshalbmeſſer 
R“ der Fläche, r in den andern Hauptkrümmungshalbmeſſer R, mithin iſt bei 
dieſer Krümmungslinie 

R,? 
R 

Dieſe Gleichung der Krümmungslinien, welche ſich als Corollar unferes 
Satzes ergibt, hätte man auch auf viel einfacherem Wege aus den bekannten 
Werthen von R und R, in elliptiſchen Coordinaten direkt ableiten können. 


Der Gleichung 7 dieſes Paragraphen zufolge iſt — — const., mithin 
nach 25. 


—= const, 


‘ 


26. & const. 

Bei einer geodätiſchen Linie iſt das Verhältniß desjenigen 
Semidiameters der Fläche, welcher einem Element der Linie 
parallel iſt, zur Poldiſtanz des konjugirten Elements konſtant. 

Die Linien, welche die Tangenten einer geodätiſchen Linie von einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades auf einer homofokalen Fläche berühren, 
haben wir konjugirte geodätiſche Linien genannt. Die allgemeine 
Gleichung aller Linien auf dieſen Flächen iſt 

P. 0 . 0“. sin & = const. 
Bei den konjugirten geodätiſchen Linien iſt 
P,.d’-—=-const, . sin & = const. 


2 
Da nun o. sin &« = p und nach 22. A = . ſo haben wir die Glei— 


chung 
24 ARD ost 
welche dieſen Lehrſatz enthält: 

Bei einer konjugirten geodätiſchen Linie iſt das Produkt 
der Poldiſtanz eines Elements der Linie und des vom Mittel— 
punkt auf die durch dieſes Element gehende Tangentialebene 
der Fläche gefällten Perpendikels konſtant. 

Bei allen konjugirten geodätiſchen Linien auf einer cent: 
triſchen Fläche zweiten Grades, welche auf einer Krümmungs⸗ 
linie ſenkrecht ſtehen, ſind die Poldiſtanzen der an eine Poloide 
ſtoßenden Elemente einander gleich. 

In einem von konjugirten geodätiſchen Linien gebildeten 
Vieleck von Seiten theilen ſich die Poldiſtanzen der n Paare 
von zwei in jeder Ecke zuſammenſtoßenden Elementen in zwei 
Gruppen; das Produkt der n Poldiſtanzen der einen Gruppe iſt 
gleich dem der nandern. Der Beweis dieſer Sätze iſt ſo analog den 
früheren Beweiſen, daß er weggelaſſen worden iſt. 

Bei den konjugirten geodätifchen Linien iſt P. 9“ = const., mithin haben 
wir durch Benützung von 27. folgende weitere Formel 

Böklen, Geometrie. 10 
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= Const. 


28. 5 


Längs einer fonjugirten geodätiſchen Linie auf einer cent⸗ 
riſchen Fläche zweiten Grades iſt das Verhältniß der Poldiftanz 
eines Elements der Linie zum Semidiameter der Fläche, welcher 
dem konjugirten Element parallel iſt, konſtant. 

Eine konjugirte geodätiſche Linie hat die Eigenſchaft, daß bei ihr P35. r- 
— const. iſt; r“ ift der Krümmungshalbmeſſer des durch die konjugirte Tan: 
gente der Linie gehenden Normalſchnitts der Fläche; da nun auch A. P 
const. ift, fo, haben wir durch Elimination von P 


29. 
1 


Bei einer konjugirten geo dätiſchen Linie auf einer centri— 
ſchen Fläche zweiten Grades iſt das Verhältniß der dritten 
Potenz der Poldiſtanz eines Elements zum Krümmungshalb— 
meſſer des durch die konjugirte Tangente der Linie gehenden 
Normalſchnitts der Fläche konſtant. 


2 
Die Gleichung 22 A = . gilt allgemein für alle Linien auf den cent— 


Const. 


riſchen Flächen zweiten Grades; bei jeder beſondern Gattung von Linien 
nimmt fie eine andere Form an, bei den Poloiden z. B. iſt P = const., alſo 


30. 3 const. 


Bei einer Poloide auf einer centriſchen Fläche zweiten Gra- 
des iſt das Verhältniß der Poldiſtanz eines Elements der Linie 
zu p? konſtant. p hat die oben angegebene Bedeutung. 


§. 25. Die geodätiſchen Linien auf den homofokalen centriſchen 
Flächen. Fortſetzung. 

Um weitere Eigenſchaften dieſer Linien zu finden, wollen wir wieder 

auf die urſprünglichen Gleichungen zurückgehen. Aus 
x? N? 2 2 
| ere e zen 

finden wir 
06 — (be c ＋ x2 ＋ 52 ＋ 2700 f b2c? + be (* +29) + ee (x2 + 727) to? Ber? 2 0 

Betrachten wir hier 2: als einzige Variabele, und nennen die drei Wur— 
zeln dieſer Gleichung, welche in Beziehung auf e: vom dritten Grade iſt, 
07, 4, , jo haben wir nach den bekannten Sätzen, welche der Theorie der 
Gleichungen zu Grunde liegen, dieſe Relationen: 

4. te r r kr 
2. % tor ＋ %% bee + ＋ 270 ＋ (X y?) 
3. O % = becxs 

In dem Punkt A im Raum, deſſen rechtwinklige Coordinaten x, y, 2 
find, ſchneiden ſich die drei homofokalen Flächen (e), (), 6), deren Glei— 
chungen 
x? y? 22 x? y? 2 2 

F ee 


1 
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find. Die elliptiſchen Coordinaten von A find alſo e, , . Wir ziehen 
durch A die drei Normalen dieſer Flächen, und tragen auf denſelben von A 
aus Stücke ab gleich den Halbaxen e, %, der Flächen, auf welchen fie ſenk— 
recht ſtehen. Dadurch erhalten wir drei auf einander ſenkrechte Linien, die 
wir als die Halbaxen eines Ellipſoids (8) betrachten können, deſſen Mittel— 
punkt A iſt. 

Wir ziehen durch A eine Linie = b, parallel der y Axe und eine andere 
Linie = e parallel der 2 Axe, und betrachten die drei Geraden OA, b und e 
als drei konjugirte Semidiameter eines Ellipſoids, deſſen Halbaxen wir einſt— 
weilen 9°, A, „“ nennen wollen; nach einem bekannten Lehrſatze iſt bei einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades die Summe der Quadrate von drei kon— 
jugirten Semidiametern gleich der Quadratſumme der Halbaxen; alſo iſt 

eo"? + u? ＋ % = b ＋ e + x? + 12 A? 

Ferner iſt bei jeder ſolchen Fläche die Quadratſumme der drei Parallelo— 
gramme, welche ſich aus je zwei von drei konjugirten Semidiametern konſtrui— 
ren laſſen, gleich der Quadratſumme der drei Rechtecke über je zwei von den 
drei Halbaxen; mithin 

6 t + art? + 1 ie; — 920 + b? (&? + 2?) + (2 (x? + yd 

Eudfic iſt das Rechteck aus drei konjugirten Semidiametern gleich dem 

Rechteck aus den drei Halbaxen, alſo 9% = bex oder a 
%% % — be?x? 

Vergleicht man dieſe drei Formeln mit den Relationen 1, 2, 3, ſo ergibt 

ſich ſogleich, daß g 
% e e u; “ iſt. 

Das zweite Ellipſoid iſt demnach identiſch mit dem erſten; wir haben 
alſo nachſtehenden Lehrſatz gefunden: 

Wenn man durch einen beliebigen Punkt A im Raum drei 
homofokale Flächen legt, (e), (a), C)), und auf den Normalen von 
A aus Stücke abſchneidet, gleich den Halbaxen von dieſen Flächen, 
ſo ſind dieſe drei Stücke die Halbaxen eines Ellipſoids, welches 
die y: Ebene im Urſprung 0 berührt, und deſſen parallel mit 
dieſer Ebene gelegter Diametralſchnitt die konſtanten Halbaxen 
b und e und alſo auch einen konſtanten Inhalt hat. 

Durch die Konſtanten b und e ift ein Syſtem von bomofofalen Flächen 
beſtimmt. Wo man auch den Punkt A im Raum annehmen mag, fo hat 
dieſe Ellipſe immer die Halbaxen b und e und ihre Ebene iſt ſtets parallel 
der yz Ebene. 

Dieſer wichtige Satz von Chasles iſt die Grundlage für die Auffindung 
einer Menge von Eigenſchaften der homofokalen Flächen. Wir wollen ihn 

zunächſt benützen, um die Gleichung der gemeinſchaftlichen Tangenten von 
zwei ſolchen Flächen darzuſtellen. Man lege durch den Punkt A eine beliebige 
Ebene L, welche mit den Normalen der drei durch A gehenden homofokalen 
Flächen (20, (u), () die Winkel i, i“, i“ bildet. Die Perpendikel, welche 
von den Endpunkten der Halbaxen des Ellipſoids (s) auf die Ebene L herab— 
gelaſſen werden, find gleich e sin i, „ sin i“, „sin i“; und da die Quadrat⸗ 
ſumme der von den Endpunkten dreier konjugirter Semidiameter einer cent— 
riſchen Fläche zweiten Grades auf eine Diametralebene gefällten Perpendikel 

10 .* 
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konſtant und gleich der Quadratſumme der von den Endpunkten der Halbaren 
herabgelaſſenen Perpendikel iſt, ſo haben wir 
4. o?sini? + „ sin? i“ + 5 sin? i“ = a? 

Hier bedeutet & die Quadratſumme der von den Endpunkten der kon— 
jugirten Semidiameter OA, b und e auf L gefällten Perpendikel; bewegt ſich 
nun der Punkt A auf der Ebene L und wird für jede Lage von 4 die bis⸗ 
herige Konſtruktion beibehalten, fo iſt 42 eine Konſtante, weil die Semidia— 
meter b und c ſtets mit ſich parallel bleiben, alſo mit L fortwährend die 
gleichen Winkel bilden, und das von 0 auf L gefällte Perpendikel eben⸗ 
falls unveränderlich bleibt, fo lange die Ebene L ihre Lage nicht ändert. 
Wir wählen nun den Punkt A ſo auf der Ebene L, daß eine der drei durch 
ihn gelegten homofokalen Flächen (0), (u), (') dieſe Ebene taͤngirt. Dieß iſt 
immer möglich, fo lange L nicht durch den Mittelpunkt geht, auch gibt es 
nur eine ſolche Lage des Punkts A, weil wir früher (§. 22) den Satz ge— 
funden haben, daß ſich an zwei homofokale Flächen nie eine gemeinſchaftliche 
Tangentialebene legen läßt. Es ſei bei dieſer Lage von A, & die große 
Halbaxe der tangirenden Fläche und alſo auch des Ellipſoids (8); da die 
letztere ſenkrecht ſteht auf L, ſo iſt das von ihrem Endpunkt auf dieſe Ebene 
gefällte Perpendikel gleich 4, während die beiden andern Halbaxen von (e) 
in der Ebene L liegen, weßwegen die von ihren Endpunkten auf L gefällten 
Perpendikel gleich Null ſind. Durch dieſe Auseinanderſetzungen, welche Chasles 
zuerſt angegeben hat, ſind wir auf den Satz gekommen: 

Wenn man durch einen Punkt A im Raum, der ſich auf einer 
feſten Ebene L bewegt, drei homofokale Flächen legt, deren 
große Halbaxen , ½%, v find, und deren Normalen mit der Ebene 
L die Winkel i, i“, i“ bilden, fo it 0? sin? i + uw? sin? i“ + v? sin? i“ = A 
wo 4 die große Halbaxe derjenigen homofokalen Fläche iſt, 
welche L berührt. 

Wir betrachten die Fläche (4), deren große Halbaxe = « tft, als gege— 
ben, wie auch den Punkt A oder (9, % ). Dann find in der Gleichung 4 
die Größen i, i“, i“ die Variabelen, und gelten für die Winkel, welche irgend 
eine durch A gelegte und die Fläche (% tangirende Ebene L mit den drei 
Normalen der Flächen (0), (u), (0) in A macht. Alle dieſe Ebenen L hüllen 
aber einen Kegel ein, den wir K nennen wollen, und deſſen Gleichung ſich 
ſehr leicht angeben läßt, wenn dieſe drei Normalen als Coordinatenaxen an— 
genommen werden, und zwar ſollen die Normalen von (e), (%, () die 
Axen der S, 7, ö fein. Für irgend einen auf der Linie, die in A ſenkrecht 
auf L gezogen wird, liegenden Punkt (5, , 5) it 

— ER An, — 5 sin? “ = e 
r FT e 
Durch Vergleichung mit 4. erhalten wir 
CC e 


. ot) 
Dieß iſt die Gleichung des Ergänzungskegels von demjenigen, welchen 
die Berührungsebenen L einhüllen; mithin iſt die Gleichung des Kegels K 
2 25 


2 
7 

* Nr 8 —, 2 00 
6 r 


sin i? 


oder 
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Aus dieſer Gleichung ließen ſich eine Menge von Conſequenzen ziehen; 
es folgt z. B. unmittelbar daraus der zuerſt von Chasles (Apergu historique) 
ſpäter von Jakobi (Crelle's Journal) gefundene Satz, daß alle concentriſchen 
Berührungskegel eines Syſtems von homofokalen Flächen dieſelben Fokallinien 
haben, allein wir wollen nicht weiter darauf beharren. Ein zweiter Kegel K“, 
1 die homofokale Fläche (8) berührt, hat hinſichtlich der genannten durch 

A gehenden Coordinatenaxen dieſe Gleichung 
— &? 2 5 
u Pa 27 — 87 N 

Das Syſtem der Gleichungen 6 und 7 gilt alſo für den Durchſchnitt 
beider homofokalen Kegel, oder für die gemeinſame Tangente der homofokalen 
Flächen (&) und (8). 

Zwei homofokale Kegel ſchneiden ſich entweder gar nicht oder in vier 
Linien, welche ſymmetriſch liegen in Beziehung auf die Axen der Kegel, d. h. 
je zwei dieſer Durchſchnittslinien ſind in gleicher Ebene mit einer Axe und 
bilden gleiche Winkel mit ihr; betrachtet man eine derſelben als den einfallen⸗ 
den Strahl, ſo ſind die drei andern die auf den drei Hauptebenen zurückge— 
worfenen Strahlen. Wir haben ſomit den Satz: 

Gegeben ſind zwei homofokale Flächen und ein Punkt. Von 
dieſem Punkt aus laſſen ſich entweder keine oder vier gemein: 
ſchaftliche Tangenten an die Flächen ziehen. Je zwei derſelben 
bilden mit einer Normale der drei durch den Punkt gehenden 
homofokalen Flächen gleiche Winkel. Betrachtet man eine der 
Tangenten als einfallenden Strahl, ſo ſind die drei andern die 
auf den Tangentialebenen dieſer drei Flächen zurückgeworfenen 
Strahlen. 

Wir wollen nun annehmen, die Ebene L, auf welcher ſich der Punkt A 
bewegt, gehe durch die Normale der Fläche (e), dann iſt sin 1 = o; aus der 
Gleichung 4 wird alſo 

u sin? i“ + v? sin? j“ = a? 

In dem unendlich nahen Punkt A“ der Durchſchnittslinie findet die Re— 
lation ſtatt: 

o? sin? j, + , sin? j,“ + „2 sin? j,“ = «a? 

Nun differirt die Größe sin i, nur um ein unendlich Kleines der erſten 
Ordnung von sini“ oder o, oder sin? j, differirt nur um ein unendlich Klei— 
nes der zweiten Ordnung von o, alſo kann man ſetzen 

, sin? i,“ + v,? sin? i,,“ = d 

andererſeits find die Winkel i,“ und i,, um unendlich wenig verſchieden von 
denjenigen, welche die Krümmungslinien von (e) im Punkt A’ mit dem fol⸗ 
genden Element A“ A“ bilden, welches ebenfalls in der Normalebene V liegt. 
AA’A find aber drei auf einander folgende Punkte einer geodätiſchen Linie 
auf (o), mithin zentſpricht einer ſolchen Linie die „Gleichung 

a? sin? i“ + v? sin? j“ = a? = uw? sin? j,“ + 7 BR 
oder 
j 2 sin? j + v? cos?i = a? 
Diefer Chasles'ſche Beweis der Liouville'ſchen Gleichung führt aber noch 
zu weiteren Conſequenzen. Die Ebene AA“ A“ iſt die Oskulationsebene der 
geodätiſchen Linie, und identiſch mit der Ebene L, welche die homofokale 
Fläche (2) berührt; hieraus folgt: 
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Alle Oskulationsebenen einer geodätiſchen Linie auf einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades berühren eine homofokale 
Fläche. Die Durchſchnitte von je zwei auf einander folgenden 
Oskulationsebenen oder alle Tangenten der geodätiſchen Linien 
berühren die erſte homofokale Fläche. Dieſe Durchſchnitte find 
die konjugirten Tangenten der Linie der Berührungspunkte auf 
der zweiten Fläche. 

Die geodätiſche Linie berührt eine Krümmungslinie; hier fallen alſo die 
Tangenten beider zuſammen. Da aber die Tangente einer Krümmungslinie 
keine andere als die durch dieſe Krümmungslinie ſelbſt beſtimmte homofokale 
Fläche berühren kann, ſo folgt daraus: 

Die Tangenten aller geodätiſchen Linien, welche eine Krüm— 
mungslinie auf einer centriſchen Fläche zweiten Grades berüh— 
ren, berühren ſämmtlich eine, durch dieſe Krümmungslinie ge— 
hende homofokale Fläche. 

Wir haben drei Flächen, (=), (0) und (p); die beiden erſten find homo— 
fokal und verſchiedener Gattung, d. h. ſie ſchneiden einander; die letzte iſt 
die Polarfläche von () in Beziehung auf (e). Auf (ae) iſt eine Linie gezeich— 
net, welche die Eigenſchaft hat, daß alle ihre konjugirten Tangenten die Fläche 
(9) berühren, und zwar in einer geodätiſchen Linie. Drei auf einander fol- 
gende Berührungspunkte, AA“ A“, liegen in einer Ebene, deren Pol demgemäß 
auf (p) liegt. Die den Elementen AA“ und AA’ entſprechenden konjugirten 
Tangenten von (e), d. h. die Durchſchnittslinien der drei Ebenen, welche (e) 
in A, A“ und A“ berühren, ſchneiden ſich ebenfalls in einem Punkt auf (p), 
weil dieſer Punkt die Spitze des Kegels iſt, welcher (e) in der Linie AAA“ 
berührt; alſo ſchneiden ſich je zwei auf einander folgende Tangenten der geo— 
dätiſchen Linie von (e) auf der Polarfläche (p), oder was daſſelbe iſt, die der 
Fläche (e) längs der geodätiſchen Linie umſchriebene entwickelbare Fläche hat 
ihre Rückkehrkante auf (p): 

Die Tangenten einer geodätiſchen Linie auf einer centri— 
ſchen Fläche zweiten Grades berühren eine zweite homofokale 
Fläche und die fonjugirten Tangenten derſelben ſchneiden ſich 
auf einer concentriſchen nicht homofokalen Fläche zweiten Gras 
des; dieſe letztere Fläche iſt die nämliche für alle geodätiſche 
Linien, welche auf der gegebenen Fläche eine Krümmungslinie 
berühren. 

Dieß führt uns auf eine weitere Eigenſchaft derjenigen geodätiſchen 
Linien, die durch einen Nabelpunkt gehen. Die homofokale Fläche, welche 
die Tangenten dieſer Linien berühren, verwandelt ſich in dieſem ſpeziellen 
Fall offenbar in die Fokale, welche durch den gleichen Nabelpunkt geht. 

Wir können alſo folgenden Satz aufſtellen: 

Die Tangenten aller durch einen Nabelpunkt gehenden geo— 
dätiſchen Linien ſchneiden ſich auf einem Kegelſchnitt, der Fokale. 

Zieht man ſämmtliche Oskulationsebenen einer geodätiſchen Linie auf 
einer Fläche zweiten Grades, ſo liegen die Spitzen der Kegel, welche die Fläche 
in den durch dieſe Ebenen hervorgebrachten Schnittkurven tangiren, auf einer 
Fläche zweiten Grades. In einem Satz des F. 22 haben wir noch näher 
angegeben, daß die Gattung dieſer zweiten Fläche unabhängig iſt von der— 
jenigen der erſten Fläche; eine geodätiſche Linie auf einem Ellipſoid berührt 
z. B. die Krümmungslinie 4 = const., welche der Durchſchnitt des Ellipſoids 
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mit einem einmantligen Hyperboloid iſt, dann liegen die Spitzen der Kegel, 
welche das Ellipſoid in den durch die Oskulationsebenen dieſer geodätiſchen 
Linie hervorgebrachten Schnittkurven berühren, wieder auf einem einmantligen 
concentriſchen Hyperboloid von gleicher Axenrichtung. Dieſes letztere Hyper— 
boloid iſt der geometriſche Ort der Spitzen aller Kegel, welche das Ellipſoid 
in den durch die Oskulationsebenen von irgend einer geodätiſchen Linie herz 
vorgebrachten Schnittkurven berühren, welche die genannte Krümmungslinie 
tangiren. Ganz analog findet man ein zweimantliges Hyperboloid für die 
Spitzen derjenigen Berührungskegel, die ſich auf die geodätiſchen Linien bezie— 
hen, welche die Krümmungslinien » = const. tangiren. Somit können wir 
den Chasles'ſchen Satz näher faſſen: 

Die Spitzen ſämmtlicher Kegel, die eine centrifhe Fläche 
zweiten Grades in ſolchen Schnittkurven berühren, welche den 
Oskulationsebenen der, eine Krüm mungslinie tangirenden, 
geodätiſchen Linien entſprechen, liegen auf einer concentriſchen 
Fläche zweiten Grades mit derſelben Axenrichtung und von der— 
ſelben Gattung, wie diejenige homofokale Fläche, welche die 
gegebene Fläche in der genannten Krüm mungslinie ſchneidet. 

Unmittelbar hier anſchließend kann man weiter ſagen: 

Die Pole aller Normalebenen, welche eine Krümmungs— 
linie berühren, liegen auf einer Fläche zweiten Grades. 

Dieſer Satz folgt übrigens auch daraus, daß dieſe Normalebenen eine 
Fläche zweiten Grades — die durch die Krümmungslinie gehende homofokale 
Fläche — tangiren. 

Es ſchließen ſich hier noch einige allgemeinere Betrachtungen an: Wenn 
auf einer Fläche eine beliebige Linie gegeben iſt, ſo ſchneiden ſich je zwei auf 
einander folgende konjugirte Tangenten derſelben; find z. B. M, M', M“, M““ 
vier auf einander folgende Punkte der Linie, ſo ſchneiden ſich die drei Ebenen, 
welche die Fläche in MM“, Mu“ und M“M““ berühren, in den beiden Ge— 
raden M’P und M“, welche die konjugirten Tangenten der Elemente MM“ 
und M’M* find. Den Punkt ? können wir Pol und die Gerade M'? Pol: 
diſtanz der Oskulationsebene MM“ M“ nennen. Gehen durch einen Punkt 
auf einer Fläche beliebig viele Linien, ſo entſpricht der Oskulationsebene von 
jeder Linie in dieſem Punkt ein Pol; ſämmtliche Pole bilden eine Kurve, 
welche in der Tangentialebene der Fläche liegt. Bei den Flächen zweiten 
Grades haben wir nun folgendes allgemeine Theorem: 

Die Pole aller derjenigen Linien auf einer Fläche zweiten 
Grades, welche durch einen Punkt gehen, und deren Osku— 
latiousebenen in dieſem Punkt eine gemeinſchaftliche Durch— 
ſchnittslinie haben, liegen auf einer Geraden, welche die kon— 
jugirte Polare die ſer Durchſchnittslinie iſt. 

Der Beweis dieſes Satzes beruht darauf, daß die genannten Pole, nach 
dem Satze von Dupin, zugleich die Spitzen der Kegel ſind, welche die Fläche 
in den durch die Oskulationsebenen hervorgebrachten Schnitten berühren, und 
daß die Spitzen aller Kegel, deren Berührungskurven mit einer Fläche zweiten 
Grades in Ebenen liegen, die eine gemeinſame Durchſchnittslinie haben, eine 
Gerade bilden. 

Die Oskulationsebenen aller geodätiſchen Linien, welche durch einen Punkt 
auf einer Fläche gehen, haben die Normale der Fläche zur gemeinſchaftlichen 
Durchſchnittslinie; wir ſchließen ſomit weiter: 
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Die Pole der Oskulationsebenen aller geodätifchen Linien 
auf einer Fläche zweiten Grades, welche durch einen Punkt ges 
hen, liegen in einer Geraden. 

Es ſei M dieſer Punkt; er liege auf dem Ellipſoid (e), wo ſich die 
Hyperboloide (½ und (») ſchneiden. Wir ziehen in der Tangentialebene die 
Geraden Um und Mn, welche die Krümmungslinien „ const. und v = const. 
auf Co) ſenkrecht ſchneiden. Mm iſt der Hauptkrümmungshalbmeſſer von (u) 
und Mn derjenige von (v), und zwar gehen die Ebenen ihrer Krümmungs— 
kreiſe durch die Normale von (), ſo iſt 

Mm — Ce. = 479 (u — vw?) Mu Mn 

u Vu? — be N — u? Vb — 1 Ve — 77 

Nun find dem Früheren zufolge ($. 23) m unden die Spitzen der Kegel, 
welche (e) in ſolchen Kurven berühren, deren Ebenen durch die Normale von (0) 
gehen, und die Krümmungslinien — const. und » = const. auf (e) tanz 
giren. Mithin ſind auch unſerer Erklärung gemäß m und n die Pole der 
Oskulationsebenen der beiden durch M aehenden geodätiſchen Linien auf (oe), 
deren Tangenten Um und Mn find. Die Pole der Oskulationsebenen aller 
durch M gehenden geodätiſchen Linien liegen ſomit auf der Geraden mn; es 
ſei Mg die Tangente einer ſolchen geodätifchen Linie, welche mit der Linie Um 
den Winkel i bildet, fo beſteht die Gleichung 

u cos? i + »? sin? i = a? 

Man ziehe die konjugirte Tangente von Mg, welche mn in h trifft, fo 
iſt h der Pol der geodätiſchen Linie Mg. Winkel hMm = i'“. Man hat nun 
zur Beſtimmung von Mh 

cos i“ sin iC“ 1 
Mm Mn Mh 

Wir ziehen in dem Diametralſchnitt von (e), welcher parallel der Tan: 
gentialebene von M ift, die Halbaxen, fo find dieſe parallel Mm und Mn und 
gleich Ve— a? — ut und Vor — =; zwei Semidiameter parallel Mg und Mh 
bilden mit der erfteren Are die Winkel i und 1“. Dieſe Semidiameter find 
nach dem Satze von Dupin konjugirte Semidiameter der Ellipſe; alſo iſt 


cotg i. cotg i“ 25 — 
Wir haben nun drei Gleichungen, aus welchen wir die K i und i“ 
4 — v? 
eliminiren können; aus e cos?i + v?sin?i = «a? ergibt ſich ire 5 
„ @— a?) Var — 
alſo cotg i .. Hera 
5 0 


(e — u?) Var — a? 
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VO — ud)? (u? ee 
— GR 2 
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C 
1 u Vu — bi VS — r Vi. — a? 
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Dieſe Gleichung gibt den Werth der Poldiſtanz Mh für alle durch M 
gehenden geodätiſchen Linien an; die Größe à iſt die einzige Variabele, 
welche für jede geodätiſche Linie wieder einen beſonderen Werth annimmt. 

Die Tangenten aller geodätiſchen Linien einer centriſchen Fläche zweiten 
Grades (e) berühren eine zweite homofokale Fläche (c); es iſt nun noch Ei— 
niges zu ſagen über die Natur der Kurve auf (4), welche die auf einander 
folgenden Berührungspunkte der Tangenten enthält. 

In F. 24 haben wir die Gleichung 13 aufgeſtellt, w? cos? i + sin? i 

2 ( — b?) (0? — ce? 
SEAN 0. = e — 2 > 28 ) 


8. a? cos?i + »? sin? ji = 0? — 


oder 


e 

P2 . 02 

Dieſe Relation gilt für eine beliebige Tangente der Fläche (e), welche 

mit den Krümmungslinien im Berührungspunkt die Winkel i und 90“ — i 
bildet. P iſt das vom Mittelpunkt auf die Tangentialebene gefällte Perpen— 
dikel, und oͤ ift der mit der Tangente parallele Semidiameter der Fläche. 
Die Gleichung 14 des $. 24 gibt a? cos? i + sin? ji = d, alſo durch 
Verbindung mit 8. 

9 FN er 


8 


So gut nun die vorſtehenden Schlüſſe ſich auf die Fläche (e) anwenden 
laſſen, ebenſo paſſen fie auch für die Fläche (4); ſetzen wir alſo das vom 
Mittelpunkt auf die Tangentialebene von (4) gefällte Perpendikel = P, und 
den mit der gemeinſchaftlichen Tangente parallelen Semidiameter der Fläche 
gleich oͤ, ſo finden wir ganz auf demſelben Wege, der von der Gleichung 8 
auf 9 geführt hat, 


p. . 0,2 = 


Wenn man an zwei homofokale Flächen irgend eine gemeine 
ſchaftliche Tangente zieht, fo iſt das Produkt des vom Mittel- 
punkt auf die durch die Tangente gelegte Tangentialebene 
gefällten Perpendikels und des der Tangente parallelen Semi— 
diameters bei beiden Flächen eine konſtante Größe. 

Bei (2) hat alſo das Produkt P. o und bei c P, . o, einen konſtanten 
Werth. Für die Fläche (g) iſt im Berührungspunkt 
a? (a? — b?) (a? — c?) 

Der Ausdruck links hat alſo gleichfalls bei beiden Flächen für jede ges 
meinſchaftliche Tangente je einen konſtanten Werth. 

Wir können obigen Satz auch ſo darſtellen: 

Gegeben iſt eine centriſche Fläche zweiten Grades und eine 
Kon ſtante. Wenn man in irgend einem Punkt der Fläche eine 
Tangente zieht, und einen derſelben parallelen Semidiameter, 
To daß das Produkt P. o gleich der Konſtante iſt, fo umhüllen 
alle ſolche Tangenten eine zweite homofokale Fläche. 

Aus dieſem Satz, den wir gleich nachher auf die Linien anwenden wollen, 
welche die auf einander folgenden Berührungspunkte der Tangenten einer 
geodätiſchen Linie auf einer zweiten homofokalen Fläche beſchreiben, können 
wir zunächſt einige Conſequenzen ziehen. 


a? (a? — be) (a? — c?) 
Fr N 


,? cos? j, + „2 sin? j, = e — 
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Die Poloide hat bekanntlich die Eigenſchaft, daß alle Perpendikel, welche 
vom Mittelpunkt auf die durch ihre Punkte gelegten Tangentialebenen des 
Ellipſoids herabgelaſſen werden, einander gleich ſind. Solche Poloiden laſſen 
ſich auf allen centriſchen Flächen zweiten Grades ziehen. Der letzte Satz führt 
ſogleich auf folgende weitere Eigenſchaft dieſer Linie: 


Wenn man durch alle Punkte einer Poloide auf einer cent— 
riſchen Fläche zweiten Grades an dieſe und an eine homofokale 
Fläche gemeinſchaftliche Tangenten legt, ſo ſind die den Tangen— 
ten parallelen Semidiameter der erſten Fläche einander gleich, 
ihre Endpunkte liegen auf einer ſphäriſchen Kurve; dieſe Se— 
midiameter bilden einen Kegel zweiten Grades und ſind den 
konjugirten Tangenten einer Krüm mungslinie der erſten Fläche 
parallel. 

Hinſichtlich der Berührungskurve, welche die gemeinſchaftlichen, durch die 
einzelnen Punkte der Poloide gehenden Tangenten auf der zweiten homofo— 
kalen Fläche beſchreiben, iſt zu bemerken, daß diejenigen Normalebenen der 
letzteren, welche durch dieſe Geraden, d. h. durch die von allen Punkten der 
Berührungslinie an die erſte homofokale Fläche gezogenen gemeinſchaftlichen 
Tangenten, ſich legen laſſen, eine der Fläche concentriſche Kugel tangiren. 
Denn die durch die gemeinſame Tangente von zwei homofokalen Flächen ge— 
hende Berührungsebene der einen Fläche iſt eine Normalebene der andern. 


Wir haben oben gefunden, daß die gemeinſamen Tangenten, welche ſich 
an zwei homofokale Flächen durch einen nicht auf denſelben liegenden Punkt 
ziehen laſſen, die Durchſchnitte von zwei homofokalen Kegeln ſind; alſo gibt 
es entweder vier oder keine ſolche Tangenten. In dem ſpeziellen Fall, wo 
der Punkt auf einer dieſer Flächen liegt, verwandelt ſich einer der beiden 
Kegel in eine Ebene und es fallen die vier Tangenten in zwei zuſammen; 
mithin laſſen ſich von jedem Punkt einer Fläche zwei gemeinſame Tangenten 
an die andere ziehen. Dieß geht ſchon daraus hervor, daß der Gleichung 
P. 0 = const. durch zwei verſchieden gerichtete, unter ſich gleiche Semidia— 
meter genügt werden kann. Wenn alſo eine beliebige Kurve auf einer eent— 
riſchen Fläche zweiten Grades gegeben iſt, ſo bilden die von ihr an eine 
homofokale Fläche gezogenen gemeinſamen Tangenten zwei verſchiedene Syſteme 
und zwei verſchiedene Flächen. Dieſe beiden Syſteme fallen bei der Krüm— 
mungslinien in eines zuſammen. 

Wenn vier beliebige Punkte auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades gegeben ſind, welche die Eigenſchaft haben, 
daß die vom Mittelpunkt auf ihre Tangentialebenen gefällten 
Perpendikel eine Proportion bilden, ſo ſind auch je vier Se— 
midiameter, welche den durch dieſe Punkte an eine zweite homo— 
fokale Fläche zu ziehenden gemeinſchaftlichen Tangenten paral— 
lel find, proportionirt. 

Auf den vier Poloiden, welche durch die Ecken eines Krümmungslinien— 
vierecks gehen, laſſen ſich unendlich viele Punkte von der genannten Eigen— 
ſchaft finden. 

Auf der Fläche liegt eine Anzahl von Punkten, bei welchen die vom 
Mittelpunkt auf ihre Tangentialebenen gefällten Perpendikel eine gewiſſe Reihe 
bilden, z. B. eine geometriſche Progreſſion, oder eine arithmetiſche, da 
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P= * r= 2 | 8 u. ſ. f., fo findet man ſogleich, daß im er= 
ſten Fall die Semidiameter der Fläche, welche den durch dieſe Punkte an eine 
zweite homofokale Fläche zu ziehenden gemeinſchaftlichen Tangenten parallel 
find, eine geometriſche Progreſſion, im andern Fall eine harmoniſche Reihe 
bilden. . 
Wenn auf einer eentriſchen Fläche zweiten Grades irgend eine Kurve A 
gegeben iſt, ſo laſſen ſich von allen Punkten derſelben an eine zweite homo— 
fokale Fläche gemeinſchaftliche Tangenten ziehen; die Berührungspunkte be— 
ſchreiben auf der zweiten Fläche eine Kurve B, welche mit A in einer gewiſſen 
Verwandtſchaft ſteht. Dieſe Verwandtſchaft iſt in den Gleichungen P. d const. 
P’. 40“ = const. ausgedrückt. Iſt z. B. A eine geodätiſche Linie auf der 
erften Fläche, und find A und A“ zwei auf einander folgende Punkte von A, 
ſo berühren die Oskulationsebenen dieſer Linien in A und 4“ eine zweite 
homofokale Fläche in den Punkten B und 37; mithin iſt der Durchſchnitt der 
Oskulationsebenen eine konjugirte Tangente des Elements BB’ und zugleich 
eine Tangente der geodätiſchen Linie AA“. Bei letzterer hat die Gleichung 
P. 0 = const. die Bedeutung, daß o der mit der Tangente der Linie paral— 
lele Semidiameter iſt, und bei der Linie BB’ ift in P“. s“ = const. Ö’ der 
mit der konjugirten Tangente der Linie parallele Semidiameter. Wir haben 
alſo den Satz von Chasles: 

Die Tangenten einer geodätifchen Linie auf einer centriſchen 
Fläche zweiten Grades find zugleich die konjugirten Tangenten 
der Kurve, welche ihre auf einander folgenden Berührungs— 
punkte auf einer zweiten homofokalen Fläche bilden. Für 
letztere Kurve hat die Gleichung b“. c“ = const. die Bedeutung, 
daß d der mit der konjugirten Tangente parallele Semidiame— 
ter der Fläche iſt. 

Wir nehmen nun zwei homofokale Flächen an, (4) und (8). Auf der 
erſten iſt der Punkt A, auf der zweiten der Punkt B. AB iſt eine gemein— 
ſchaftliche Tangente beider Flächen, und zwar berührt dieſe Tangente eine der 
beiden von A aus auf (a) an die Durchſchnittslinie von () und (8) zu zie— 
henden geodätiſchen Linien. Dann iſt BA die konjugirte Tangente einer von 
B aus auf (8) zu ziehenden Linie, P“. 0“ — const., die wir jo eben betrachtet 
haben. Da ſich nun durch den Mittelpunkt zwei gleiche Semidiameter 6“ in 
dem mit der Tangentialebene von B parallelen Diametralſchnitt der Fläche (8) 
ziehen laſſen, fo kreuzt in B noch eine zweite Linie P“. 0“ const., welche 
die Eigenſchaft hat, daß alle ihre konjugirten Tangenten eine geodätiſche Linie 
auf (=) berühren. Da zwei gleiche Semidiameter 6“ mit den Axen ihres 
Diametralſchnitts gleiche Winkel bilden, ſo bilden auch zwei mit ihnen paral— 
lele Tangenten der Fläche mit den Krümmungslinien gleiche Winkel, welche 
durch ihren Durchſchnittspunkt gehen; alſo kann man den Satz aufſtellen: 


Gegeben ſind zwei homofokale Flächen verſchiedener Art, 
die gemeinſchaftliche Tangenten zulaſſen. In jedem Punkt einer 
ſolchen Fläche kreuzen ſich zwei Linien P“. 60“ = const., oder ſolche, 
deren konjugirte Tangenten je eine geodätiſche Linie auf der 
andern Fläche berühren. Der Winkel dieſer Linien in ihrem 
Durchſchnittspunkt wird von den Krümmungslinien deſſelben 
Punkts auf der erſten Fläche halbirt. 
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Die Linien P“. s'“ — const., welchen die Eigenſchaft zukommt, daß ihre 
konjugirten Tangenten eine geodätiſche Linie auf einer zweiten homofokalen 
Fläche berühren, werden nach $. 15 »konjugirte geodätiſche Linien“ 
genannt. Zwei homofokale Flächen, 3. B. ein Ellipſoid (4) und ein einmant— 
liges Hyperboloid (8) ſchneiden ſich in zwei, in Beziehung auf die Hauptebenen 
ſymmetriſch gelegenen Krümmungslinien C und C“. Die Zone der Fläche (a), 
welche von C und C“ begrenzt iſt, enthält zwei Syſteme von geodätifchen 
Linien, welche C und C- berühren; denn von jedem Punkt auf (4) laſſen ſich 
ſowohl an C als auch an C“ zwei tangirende geodätiſche Linien ziehen. Die 
Krümmungslinien C und C’ theilen andererſeits das einmantlige Hyperboloid 
(5) in drei Zonen; die mittlere iſt von dem Ellipſoid eingeſchloſſen; die beiden 
äußeren enthalten die konjugirten geodätiſchen Linien, welche der ellipſoidiſchen 
Zone zwiſchen C und C“ entſprechen. Von jedem Punkte auf C gehen zwei 
ſolche konjugirte geodätiſche Linien unter rechten Winkeln aus, und verlaufen 
auf dem einmantligen Hyperboloid ins Unendliche, kommen dann auf dem 
von C“ begrenzten Mantel wieder zum Vorſchein, nähern ſich dieſer Kurve 
und ſchneiden ſie ebenfalls rechtwinklig. Die konjugirten geodätiſchen Linien 
auf (8) bilden Vierecke, von welchen je zwei Gegenſeiten zu einem Syſtem 
gehören. Die Winkel eines ſolchen Vierecks werden halbirt durch die Krüm— 
mungslinien der Fläche. Alſo ſind auch je zwei Semidiameter gleich, welche 
den Tangenten von zwei in einer Ecke zuſammenſtoßenden Seiten parallel ſind. 

Wir wollen nun auf einer centriſchen Fläche zweiten Grades eine belie— 
bige Anzahl von Punkten annehmen, z. B. fünf Punkte, A, B, C, D, E. Je 
zwei dieſer Punkte laſſen ſich durch eine konjugirte geodätiſche Linie verbinden. 
Dadurch erhält man das Fünfeck AB CDE. Die konjugirten Tangenten der 
einzelnen Seiten berühren aber jetzt nicht mehr eine homofokale Fläche ſon⸗ 
dern verſchiedene; jede der konjugirten geodaͤtiſchen Linien AB, BC... ſchnei⸗ 
det alſo gehörig verlängert, wieder eine andere Krümmungslinie auf der ge⸗ 
gebenen Fläche ſenkrecht. Auch werden die Winkel des Fünfecks nicht mehr 
von den Krümmungslinien halbirt. Für die Punkte A und B haben wir 
z. B. die Gleichung Pa. Ja = Ph. 0% ; Pa und Po find die vom Mittelpunkt 
auf die Tangentialebenen von A und B gefällten Perpendikel, da und 9% find 
zwei Semidiameter der Fläche, welche zwei durch B und C gezogenen Tangenten 
der Fläche parallel laufen, die den Tangenten der Linie BC in den Punkten B 
und C konjugirt find. Indem wir dieſe Bezeichnungsweiſe auf die übrigen 
Ecken und Seiten des Fünfecks ausdehnen, erhalten wir die weiteren Gleichungen 
Po. N 4 % Pe he a 9 ˙¹ Pa. 1 EEE N 

a), da. 0b. de, ddr 0a 0a. 0,5, 00. Da 0 


In der Gleichung er = = bedeutet r den Krümmungshalbmeſſer des 


durch eine beliebige Tangente 0 einem Punkte gelegten Normalſchnitts der 
Fläche, o den dieſer Tangente parallelen Semidiameter. Längs der fonjus 
girten geodätiſchen Linie AB in dem Fünfeck ABC DE iſt das Produkt P. d 
e alſo auch P?.r, wo r der Krümmungshalbmeſſer des durch eine 
konjugirte Tangente der Linie gelegten Normalſchnitts der Fläche iſt. Eine 
dans ähnliche Schlußweiſe, wie diejenige, welche auf die Gleichung 10 geführt 
hat, ergibt A e 
AT; ir sta, Torte Eh Vo. te 

Die Foren 10 und 11 gelten für Vielecke von beliebig vielen Seiten; 

ſie enthalten folgenden Satz: 
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In einem von fonjugirten geodätiſchen Linien auf einer 
centriſchen Fläche zweiten Grades gebildeten Vieleck von nGet- 
ten theilen ſich ſowohl die zwei nSemidiameter der Fläche, 
welche den kon jugirten Tangenten von je zwei in ein er Ecke 
zuſammenſtoßenden Seiten parallel ſind, als auch die zwei 
n Krümmungshalbmeſſer der durch dieſe konjugirten Tangens 
ten gelegten Normalſchnitte in zwei Gruppen; das Produkt der 
n Semidiameter oder der nKrümmungshalbmeſſer der einen 
Gruppe iſt gleich dem Produkt der nandern. 

Wir haben oben den Ausdruck gefunden 
a? (a? — b?) (a? — c?) 

P,?.6,? 

Dieſer gilt für eine auf der Fläche (4) gezogene konjugirte geodätiſche 
Linie, , und », find die großen Halbaxen der zwei durch einen Punkt dieſer 
Linie gehenden homofokalen Flächen (%) und (,); i, iſt der Winkel, welchen 
die konjugirte Tangente der Linie in dieſem Punkt mit der Krümmungslinie 
bildet, die der Durchſchnitt zwiſchen (&) und (%) iſt; , iſt der mit dieſer 
konjugirten Tangente parallele Semidiameter der Fläche, und P, das vom 
Mittelpunkt auf die Tangentialebene des Punkts gefällte Perpendikel. Da für 
eine konjugirte geodätiſche Linie P, . 0, konſtant iſt, fo entſpricht eine ſolche 
Linie auch dieſer Gleichung 

12. , cos? j, + v,? sin? j, = const. . 

Man ziehe durch einen Punkt auf (@) zwei fonjugirte geodätiſche Linien, 

die mit einander einen rechten Winkel bilden, ſo beſtehen die Relationen: 
u,? cos? j, + 2 sin? i, = const. u, 2 sin? j, + , cos? j, — const. 
% + „2 = const. 

Nun iſt der vom Mittelpunkt nach dem Punkt auf (4) gezogene Halb— 
meſſer gleich Va? , , — be — c?, alſo konſtant: 

Diejenigen Punkte auf einer centrifhen Fläche zweiten 
Grades, von welchen aus zwei ſich rechtwinklig ſchneidende 
konjugirte geodätifche Linien gezogen werden können, wovon 
jede, gehörig verlängert, auf einer beſtimmten Krümmung s⸗ 
linie ſenkrecht ſteht, liegen auf einer ſphäriſchen Kurve. 

Denn in der Gleichung w,? cos?i, + »,? sin?i, = const. bedeutet die 
Konftante das Quadrat der großen Halbaxe von derjenigen homofokalen Fläche, 
auf deren Durchſchnittslinie mit (4) die konjugirte geo dättſche Linie ſenkrecht 
iſt, weil für i, = o, die Konftante = u,? wird. 

Die Gleichung 18 des F. 24 enthält einen Satz, der ſich ohne Mühe 
und durch ganz ähnliche Schlüſſe auf die konjugirten geodätiſchen Linien aus— 
dehnen läßt, und ſo lautet: 

Wenn man einer Krümmungslinie auf einer eentriſchen 
Fläche zweiten Grades ein Vieleck von n fonjugirten geodäti⸗ 
ſchen Linien einbeſchreibt, fo laſſen ſich die Winkel, welche die 
konjugirte Tangente jeder Seite des Vielecks mit der Krüm⸗ 
mungslinie bildet, in zwei Gruppen bringen; das Produkt der 
Sinus der n Winkel in der erften Gruppe tft gleich dem Produkt 
der Sinus der n Winkel in der andern. 

Auf der Fläche (a) it ein Viereck ABCD gegeben; AB und CD find 
geodätifche Linien, welche, gehörig verlängert, eine Krümmungslinie von (a) 


,? cos? j, + v,? sin? j, = a? — 
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berühren, BC und DA find konjugirte geodätiſche Linien, welche auf der 
nämlichen Krümmungslinie ſenkrecht ſtehen. Durch dieſe Krümmungslinie 
geht die homofokale Fläche (8). Die Tangenten von AB und CD beſchreiben 
auf (3) zwei konjugirte geodätiſche Linien AB“ und Cb“; die konjugirten 
Tangenten von BC und DA beſchreiben auf (8) zwei geodätiſche Linien B’C/ 
und DA“. Eine gemeinſchaftliche Tangente von () und (8) kann alſo in 
einem ununterbrochenen Zuge über beide Flächen hingleiten, indem die zwei 
Berührungspunkte ſtets auf den Vierecken ABCD und A’B’C’D’ liegen. Wenn 
ſie auf dem einen Viereck eine Tangente iſt, ſo iſt ſie auf dem andern Viereck 
eine konjugirte Tangente. 

Wir wollen nun das in F. 15 über die Flächen (&) und (8) Geſagte 
auf die homofokalen Flächen anwenden. Wir ſetzen alſo ſtatt () ein Ellip— 
ſoid (2), und ſtatt (8) ein homofokales einmantliges Hyperboloid (4). Alle 
Tangenten einer geodätiſchen Linie auf (e) berühren die Fläche (a), wofern 
nämlich die geodätiſche Linie die Durchſchnittskurve von (e) und (4) tangirt. 
Eine Ebene, durch die gemeinſchaftliche Tangente gelegt, welche eine der 
beiden Flächen (e) oder () berührt, ſteht normal auf der andern; mithin 
find (e) und (w) die Flächen der Krümmungsmittelpunkte einer dritten Fläche 
(J); wir können zunächſt dieſen Satz aufſtellen: 

Zwei homofokale Flächen verſchiedener Art, die ſich alſo 
nicht gegenſeitig einſchließen, haben die Eigenſchaft, daß ihre 
ſcheinbaren Umriſſe von irgend einem Punkt des Raums aus 
geſehen, auf einander ſenkrecht ſtehen; ſie ſind alſo die Flächen 
der Krümmungsmittelpunkte einer dritten Fläche (A) (s. o.). 

Die Tangenten einer geodätiſchen Linie von (e) bilden eine Krümmungs— 
linie des erſten Syſtems von (A) und die Tangenten einer geodätiſchen Linie 
von (a) eine Krümmungslinie des zweiten Syſtems von (4). Man kann 
ſich hieraus ſchon einige Vorſtellungen ableiten in Beziehung auf die Form 
der Krümmungslinien von (A). Da ſich von jedem Punkt auf einem Ellip— 
ſoid, der ſich außerhalb des von einer Krümmungslinie eingeſchloſſenen Raums 
befindet, zwei geodätiſche Linien an dieſe Krümmungslinie ziehen laſſen, fo 
geht daraus hervor, daß es zu jedem Punkt auf der Fläche (A) noch einen 
zweiten gibt, fo daß die Normalen beider Punkte ſich auf der Fläche (9) 
ſchneiden, und mit der durch den Durchſchnittspunkt gehenden Krümmungslinie 
von (0) gleiche Winkel bilden. Wenn man mit den Normalen zweier auf 
ſolche Art zuſammengehörigen Punkte von (A) parallele Semidiameter von 
(0) zieht, jo find dieſe einander gleich. Wir haben oben geſehen, daß ſich 
durch jeden Punkt im allgemeinen vier gemeinſchaftliche Tangenten an zwei 
homofokale Flächen verſchiedener Art ziehen laſſen, und daß dieſe Tangenten 
die Durchſchnitte von zwei homofokalen Kegeln find, alſo eine ſymmetriſche 
Lage in Beziehung auf die Axen der Kegel haben. Hieraus folgt der Satz: 

Von jedem Punkt des Raums laſſen ſich an die Fläche (A), 
deren Normalen zwei homofokale Fächen berühren, im allge— 
meinen vier, jedenfalls nicht mehr, Normalen zieben, welche 
eine ſymmetriſche Lage in Beziehung auf drei durch dieſen Punkt 
gehende rechtwinklige Axen haben. Dieſe Normalen ſind die 
Durchſchnitte von zwei concentriſchen homofokalen Kegeln, 
welche die Flächen der Krümmungsmittelpunkte von (A) tan- 
giren. 

Man nehme auf (A) felbft einen Punkt an; da ſich durch denſelben vier 
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gemeinſchaftliche Tangenten an die homofokalen Flächen (e) und (u) ziehen 
laſſen, welche zugleich Normalen von (A) find, fo folgt daraus unmittelbar, 
daß ſich in jedem Punkt des Raums vier Flächen (A) kreuzen, von deren 
Tangentialebenen ſich zwei und zwei in Geraden ſchneiden, die auf einander 
ſenkrecht ſtehen. Es laſſen ſich durch den Punkt drei zu einander ſenkrechte 
Ebenen legen, von welchen jede den Winkel zwiſchen zwei Tangentialebenen 
halbirt. Dieſe Ebenen berühren die durch denſelben Punkt gehenden drei 
homofokalen Flächen von (e) und (a). 

Die Differenzialgleichung der Fläche (A), deren Krümmungsmittelpunkte 
auf zwei homofokalen Flächen liegen, läßt ſich auf folgende Art erhalten. 

Wir haben ſchon in F. 21, 14. 15. und 16. dieſe Formeln gefunden 


Vi m ge ei — 57 — 7 = Ve? — a Vu? wa | 4 


ds“ 


ds“ = — ůů —ů —ͤ .(v— . —— S nn 
Ver bee — c 2 ee 1 
— VIE ERTT? 
an —-üe eye Er, 
vb? — 1»? Ve? — 7 
Die drei homofokalen Flächen (e), (u), 6) deren Gleichungen find 
T 8 N 
x? y? 22 x? y? 22 
0? o? l * 0 — cr 1 u? a? — b? „ 1 
x? y? 2 2 1 
77 Mn c — 25 


ſchneiden ſich im Punkt (9, %,). Will man durch elliptiſche Coordinaten zu 
einem zweiten Punkt * Raums (g+ do, %, „) übergehen, fo erhält man aus 
. 
b Ver — bi. y = Ve — bi Va — bibi — 77 
e Mel — bz. z Ver — Ver - uVer — »? 
durch Differenziation 
bedx = uvdo 


33 ede 7 275 N 
b Wer — br. dy 8 bi — 72 


5 ede F 
5 0 Ve — be. dz = N ir 4 Ve — 
teraus 


N 272 %u2_b?) (6272) 6. 9 ( 
c loi-v" 
Hr (Nen .. Fer Böer il h der b)) de 


oder 
> Vor — u N 92 — vi 
Bi vVe— be % — ce L 
Ebenſo findet man durch Differenziation nach zw und nach » die Werthe von 

ds“ und ds‘; indem man vom Punkt (%%, ) zuerſt zum Punkte (e, u + du, v) 
und dann zum Punkte (e, a,» + dv) übergeht. Die Linien ds‘, ds“, ds’ 

bilden drei anſtoßende Kanten eines unendlich kleinen rechtwinkligen Parallele— 
pipeds, deſſen Diagonale wir mit ds bezeichnen. Dieſe Diagonale verbindet 
die zwei Gegenecken des Parallelepipeds (2, %) und (e de, Ad, „de). 
Man könnte den Werth von ds aus der Gleichung ds =Vds’?+ ds‘?+ds‘’? 
entwickeln, allein man erhielte auf dieſe Art kein für die Rechnung günſtiges 


ds“ 
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Reſultat. Wir wählen daher einen andern Weg, indem wir annehmen wollen, 
daß die Diagonale ds, gehörig verlängert, die beiden homofokalen Flächen 
(a) und (8) berühre. Die Gleichungen 6 und 7 dieſes F. gelten alſo für ds. 
Dieſe Gleichungen find, indem wir die Winkel, welche ds mit ds“, ds“, ds““ 
bildet, der Reihe nach i, 1“, i nennen 


13 cos? i‘ cos? i“ a f 
n u? — a? 3 
cos? i“ cos? i“ cos? i“ 8 
1 


0° as DR u? a ß? v? at 62 
Durch Verbindung mit cos? 1“ + cos?i’ + cos? i“ 1 erhält man 
ee 6 (4 — )( — 8?) 
14. cos 2 1“ > —— os 21“ = — — 
EIERN) "Far 
(er) RR) 
HI — 1) 

Nun iſt offenbar, wie ſich aus einer ſehr einfachen geometriſchen Bes 
trachtung ergibt, die Projektion von den drei Kanten ds“, ds“, ds‘ des oben- 
genannten Parallelepipeds auf die Diagonale ds gleich ds, oder 

ds = ds’. cos i“ + ds“. cos i“ + ds““ . cos i““ 

Durch Benützung unſerer Werthe für ds“, ds“, ds’, cos i“, cos i’, 
cos i“ erhalten wir 5 

15. ds = de VEZHEZE) d% U 

bee ne Der %% 
* Crdianel:e x. urn. 
(BIETE We) 

Es ſeien die Flächen (2) und (8) gegeben, alſo in 15. nicht blos bund e, 
ſondern auch & und ß konſtant, dagegen e a, »die einzigen Variabeln; jo 
bezeichnet offenbar ds die Zunahme der gemeinſchaftlichen Tangente von (% 
und (8), indem man von einem Punkte (%% 5) des Raums, welcher auf dieſer 
Tangente liegt, zu einem unendlich nahen Punkt (e de, a+da, » + dy) 
übergeht. Wir nehmen nun an, dieſe beiden Punkte liegen auf der Fläche (2), 
dann find die durch dieſelben gezogenen gemeinſchaftlichen Tangenten von (0 
und (8) Normalen von (7) und ſchneiden ſich auf einer der beiden Flächen, 
(a) oder (8), mithin iſt ds = o und 

9 — a?) (0? — 85 (* — U. (u? — BR) 

16. de Veen = ze FH NRZ) 

r 
a era 
die Differenzialgleichung der Fläche (A), und wenn wir das Integral ders 
ſelben mit L (%%, ) bezeichnen 

17. L (%%, „) = const. 
die Gleichung derjenigen Fläche (A), deren Krümmungsmittelpunkte auf zwei 
homofokalen Flächen liegen. Liouville hat dieſelbe zuerſt angegeben, aber auf 
andere Art bewieſen. 

ds“ ds“ ds“ 


Man hat aber auch ds = = 7 = oder durch Sub⸗ 
en? i cos i“ cos i“ cos it’ 
ſtitution obiger Werthe 


os Fi 
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(e? — u) (e!— 22 1 
777777yͤ́́ßFEUEꝑ ER nn 2 We 
a ir 9 4 b 
ds — A ( — 


indem wir der Einfachheit wegen ſetzen 
19. K (e NI e eee 
A (u?) = Va? — 99) (e? — u?) (a? — a2) (B? — u?) 
A069 VOTE RR) 
Aus 18. finden wir 


do dw dv 
S Bir: m + A065 
= ( (- (ud) (u? A * 5) 7 
0 do u? dw 52 dv 
RER A) | ACT, 
u GC 6 
2 (= 6-9) Eee) ir ey) E55) 
8 erde „ eee e 
(e) A (u?) AG) 


= CC T 
* (ea = nie) * (e?—»?) 5) ei 


L de Bi du dv 1 
ee een 
21 0 de 422 d v?dv 20 

K 5 A (u?) ANY ih 
de 14 d air su 
EC 


20. und 21. find die einfachſten unter denjenigen Differenzialgleichungen, 
welchen Jakobi den Namen „Abelianiſche Differenzialgleichungen“ gegeben 
hat. Wir haben fie hier ganz auf elementarem Wege, durch Hülfe der Ei: 
genſchaften von konjugirten Tangenten homofokaler Flächen gefunden. Liou⸗ 
ville leitete dieſelben aus den Gleichungen über die Bewegung eines materiellen 
Punktes ab. Sie folgen unmittelbar aus den Formeln 13 und find nur eine 
andere Form derſelben; mithin können die Gleichungen 20 und 21 als die⸗ 
jenigen der gemeinſchaftlichen Tangenten von zwei homofokalen Flächen be— 
trachtet werden. Man erhält aus ihnen 


2 8 2 de — ig? N 
( u ) A (0?) ge (m? v ) AN (vd) 


du dv 

2 1 WEN A 

Es iſt aus dem Vorhergehenden einleuchtend, daß die Formeln 20, 21, 
Böklen, Geometrie. 11 
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22 auf 15. führen müſſen, weil nach den Eigenſchaften des Parallelepipeds, 
welches wir betrachtet haben, die Ausdrücke 
ds’ ds“ ds““ 
ds , ds , ds —_ 
C08 1 C08 1 C08 1 
eng zuſammenhängen mit der Gleichung 


ds = ds’ cos i“ + ds“ cos i“ + ds““ cos i““ 

Dieſer Uebergang läßt ſich algebraiſch, wie folgt, herſtellen; ſtatt 22. 
kann man auch ſchreiben 

g.. LRD 2 S + 4282 
d GZ— 

da 4 (5 N A ( 
vi — (a? + 65 y? + 8 4 
A 09 
Da nun (HEN) . APR = (g — a?) (e — 82) und Ag? 
= Ve? bb = 0?) (@? — a?) = Y, fo iſt 
BK. ̃ ͤ REIT a RP 
A (e?) (0? 5 le” — 09) 
ebenſo laſſen ſich die beiden andern Brüche transformiren, wodurch man die 
Formel 15 erhält. 

In der Gleichung der Fläche () L (% ,) = const. können wir der 
Konſtante nach und nach verſchiedene Werthe beilegen, C, C“. . . und erhalten 
dadurch eine Reihe von parallelen Flächen (A), deren Normalen dieſelben 
homofokalen Flächen berühren. C — C' ift, die Entfernung von zwei ſolchen 
Flächen. 

15 =A, wo A eine Konſtante iſt, iſt die Gleichung der entwickel— 


baren Fläche, welche diejenigen Normalen von (A) bilden, die (a) in einer 
konjugirten geodätiſchen Linie und (8) in einer geodätiſchen Linie berühren. 


Die beiden Gleichungen 4 - = A und 47 B gehören alſo einer Normale 


von (A) an, und endlich iſt f (A, B) = o eine Kegelfläche, die von Normalen 
der Fläche (A) gebildet wird, deren Fußpunkte auf (A) eine beliebige Linie, 
aber keine Krümmungslinie, bilden. 

Auf einer Kurve liegt ein Punkt (e, U, ). Die Tangente der Kurve 
berührt zwei homofokale Flächen (a) und (8); die Natur dieſer Kurve iſt 
beſtimmt, wenn für jeden einzelnen Punkt (9, %, ») die Beziehung zwiſchen 
den Größen 6, U, v und a, ß gegeben iſt, oder mit andern Worten, wenn 
in den Gleichungen 

4 Y (e, 4% ) und 8 = 1 (, Mr) 
die Funktionen y und „ ſpezialiſirt find. Setzen wir alſo dieſe Werthe von 
4& und 8 in 15. ein, fo haben wir einen Ausdruck für das Bogendifferenzial 
jeder beliebigen Kurve im Raum in elliptiſchen Coordinaten. Will man den 
entſprechenden Ausdruck für eine Kurve, welche auf einer der homofokalen 
Flächen liegt, z. B. auf (9), fo hat man in 15. zu ſetzen de = o; «a = 6; 
P= 1 (e, u, v) und erhält 
hi (er -N -.) n- 12 
23. 48 * dw 9 ( Rh?) (e!—u?) 1 5 + dv 5755 (60217 
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Vorſtehende Gleichung gilt für alle Kurven auf dem Ellipſoid; gehen 
wir noch weiter und ſetzen 0 (, , v) 5 — const., fo erhalten wir 


u ( 2 — 9 8— 75 
U => 7 — a 4 
eV u FO Ve 

Dieſe Relation entfpricht den geodätifchen Linien auf dem Ellipſoid (9), 
deren Tangenten die homofokale Fläche (8) berühren. Setzen wir hier 8 = b, 
ſo ergibt ſich 

2 2 * 
25. lb eye 
25. ds du = Bag, + dı (03) 

Dieß iſt die Formel für die geodätiſchen Linien auf (6), welche durch 
einen Nabelpunkt gehen. 

Wollen wir endlich die Gleichung für den Bogen der Krümmungslinie 
go const. = const. haben, welche der Durchſchnitt des Ellipſoids (g) und 
des einmantligen Hyperboloids (u) iſt, fo ſetzen wir in 15. de = d = o, 
und da die Tangenten dieſer Krümmungslinie die Gomofotalen Flächen (0) 
und (½) zugleich berühren, ſo tt «= eo und ?= u; mithin ift 


IN) — 9) 
2 ern I 
26. ds = dh (b — 5 (0 — 75 
die Gleichung für das Differenzial des Bogens der Krümmungslinie 4 const. 
auf dem Ellipſoid (e). Man ſieht, daß die Rektifikation dieſer Bögen auf 
elliptiſche beziehungsweiſe hyperelliptiſche (Abel'ſche) Integrale zurückgeführt 
werden kann. 


§. 26. Allgemeine Gleichung der Linien auf den centriſchen Flächen 
zweiten Grades. 


Jede Linie auf einer centrifhen Fläche zweiten Grades ent— 

ſpricht der eng 
1, 0 . 0“ sin & = const. 

P iſt 2 vom Mittelpunkt der Fläche auf die Tangential— 
ebene in einem Punkt der Linie gefällte Perpendikel, 9 und 90 
ſind zwei Semidiameter der Fläche, wovon der erſte mit der 
Tangente der Linie, und der zweite mit der konjugirten Tan⸗ 
gente derſelben parallel iſt, und a iſt der Winkel zwiſchen bei— 
den Tangenten. 

Der Beweis dieſes Satzes beruht ganz einfach auf der bekannten Eigen: 
ſchaft der centriſchen Flächen zweiten Grades, daß der Inhalt aus je drei 
konjugirten Semidiametern konſtant iſt, denn dieſer Inhalt iſt, wie man ſich 
2 einige ſehr leichte geometriſche Betrachtungen überzeugen kann, gleich 

. sin &. Bei ſolchen Linien, wo der Winkel à konſtant iſt, ver: 
3 I) * Gleichung 1 in folgende: 
9, const. 

Bei ie rien iſt a = 90° alſo sina = 1. Man ziehe an 
zwei auf einander folgende Punkte der Krümmungslinie Tangentialebenen und 
lege durch den Mittelpunkt der Fläche zwei denſelben parallele Diametral⸗ 
ſchnitte. Weil die ag Tangenten einer Krümmungslinie ſenkrecht auf 
einander ſtehen, fo find d und s“ Halbaxen, und zwar find d, “ die Halb- 

N 
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axen des erften, oͤ“ und d’ die Halbaxen des zweiten Diametralſchnitts. Beide 
haben die Gerade 6“ gemeinſchaftlich, welche dem Durchſchnitt der Tangential— 
ebenen parallel iſt. Da nun ſowohl ed als auch 9“ auf o' ſenkrecht ſtehen, 
fo iſt das vom Endpunkt des Semidiameters 0“ auf die Ebene, in welcher 
d und 9“ liegen, gefällte Perpendikel konſtant. Dieſes Perpendikel iſt aber 
gleich o“. Die Gleichung 1 verwandelt ſich alſo bei den Krümmungslinien 
in folgende zwei: 
3. P. 0 = const. / = donst. 


Bei den geodätifchen Linien iſt der Ausdruck 6“. sin & const., wie ſich 
aus folgender Betrachtung ergibt. 

Es ſeien A, B, C drei auf einander folgende Punkte der Linie, und die 
durch die Elemente AB und BC gelegten Tangentialebenen ſchneiden ſich in der 
Geraden BB’. Wenn man die Ebene ABB’ um BB’ als Axe dreht, bis fie 
mit CBB“ eine Ebene bildet, fo muß vermöge der Natur geodätiſcher Linien 
AB in die Verlängerung von BC fallen. Es ſeien nun wieder d, 0“, 0,“ 
diejenigen Semidiameter der Fläche, welche den Tangenten AB, BB, BC 
parallel find. Dreht man den Diametralſchnitt, in welchem d und “ konju— 
girte Semidiameter find, um 6“ als Axe, bis er mit dem Diametralſchnitt 
von 9“ und o“ zuſammenfällt, fo werden auch o und 9“ foineidiren. Hieraus 
geht hervor, daß bei der urſprünglichen Lage vom erſten Diametralſchnitt die 
vom Endpunkt des Semidiameters d’ auf die beiden Semidiameter d und eo“ 
oder ihre Verlängerung gefällten Perpendikel gleich ſind. Dieſe Perpendikel 
find alſo gleich o“, sine. Hieraus geht der Satz hervor: 

Längs einer geodätifchen Linie auf einer centriſchen Fläche 
zweiten Grades finden die Gleichungen ſtatt: 

4. P. 0 = const. d“. sin & = const. 


In dem Punkt, wo eine geodätifche Linie eine Krümmungslinie berührt, 
iſt a = 90°, alſo find o und 6“ zwei Halbaxen eines Diametralſchnitts. Die 
zweite der Gleichungen 4 enthält folgenden Satz (von Liouville): 

Wenn man parallel der Tangente in einem Punkt einer 
geodätiſchen Linie auf einem Ellipſoid (auf jeder centriſchen 
Fläche zweiten Grades) und der konjugirten Tangente zwei 
Semidiameter der Fläche zieht, ſo iſt die Größe des vom End— 
punkt des zweiten dieſer Semidiameter auf den erſten herab— 
gelaffenen Perpendikels konſtant. 

Eine weitere Gattung von Linien iſt durch die Relationen charak— 
teriſirt: a 


2 


5. P. 0 = const. o sin & = const. 


Dieſe Linien haben wir ſchon oben $. 24 unter dem Namen fonjugirte 
geodätiſche Linien betrachtet; ſie haben die Eigenſchaft, daß ihre Tangenten 
noch eine zweite homofokale Fläche berühren, und daß die Berührungspunkte 
auf letzterer eine geodätiſche Linie beſchreiben. Die zweite der Gleichungen 5 
läßt ſich alſo in Worte faſſen: 

Wenn man parallel der Tangente einer ſolchen Linie auf 
einer centriſchen Fläche zweiten Grades, welche die Eigenſchaft 
hat, daß ihre Tangenten eine zweite homofokale Fläche längs 
einer geodätiſchen Linie berühren, und der konjugirten Tangente 
zwei Semidiameter der erſten Fläche zieht, fo ift die Größe des 
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vom Endpunkt des erſten dieſer Semidiameter auf den zweiten 
herabgelaſſenen Perpendikels konſtant. 

Eine weitere Linie auf den centriſchen Flächen zweiten Grades iſt die 
Poloide, für welche P const. iſt. Die beiden Gleichungen dieſer Linie find 
alſo nach 1. 

6. P = const. d. “. sin 4 = const. 

Die letzte Formel enthält dieſen Lehrſatz: 

Bei einer Poloide haben alle Diametralſchnitte, welche den 
Tangentialebenen der einzelnen Punkte dieſer Linie parallel 
find, einen konſtanten Inhalt. i 

Jede Linie auf einer centrifhen Fläche zweiten Grades 
entſpricht der e 

7. PP. Vr t. sin & = const. 
r under“ find die e eee der durch die Tangente 
der Linie und ihre konjugirte Tangente gelegten Normalſchnitte 
der Fläche. 


2 
Dieß folgt aus unſerer früheren Formel vr = 15 ($. 24, 6) 


Bei einer Krümmungslinie modificirt ſich dieſe Gleichung dahin, daß 
sin & = 1 wird, und ftatt x under“ die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer 
der Fläche geſetzt werden müſſen: 

8. be. VR. R = const. 

Bei einer geodätiſchen Linie hat man ftatt P?.d? const. und d’?, sin? « 

— const. 
9. PS. r = const.; P. r“. sin? & = const.; const. 
v3, sin 
Die dritte dieſer Gleichungen erhält man durch Elimination von P aus den 
beiden erſten. N 

Bei einer ſolchen Linie auf einer eentriſchen Fläche zweiten Grades, 
deren Tangenten eine zweite homofokale Fläche in einer geodätiſchen Linie 
berühren, iſt 

‘ 


10; Par ens; F. „sin? 2 0008; 4 SR const. 
N f b a rs. sind a 

Bei der Poloide finden dieſe Relationen ſtatt: 
11. P= const. rr“. sin? a = const. R. R“ = const. 


Die letzte Gleichung geht daraus hervor, daß d. c“ sin & gleich dem Pro— 
dukt der beiden Halbaxen des Diametralſchnitts iſt, von welchem d und “ 


konjugirte Semidiameter find. Dieſe Halbaxen find gleich VP. R und 
VP. R.. 


Bei einer Poloide iſt das Krümmungsmaß f U. l. konſtant 
(ſ. . 18). 


http://rcin.org.pl 


166 


$. 27. Die homofokalen Flächen zweiten Grades. 
Homofolale Kegel. 
Wir nehmen ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem an, deſſen Urſprung 


der Mittelpunkt von zwei Kegeln und einer Kugel iſt, die durch folgende 
Gleichungen gegeben ſind: 


2 2 2 
; ? * zZ 
F + In - na 
1 bh „en 
x? y? a 
1 8 — =0 
7¹ Drag cz 2962 


Die Kugel bezeichnen wir mit (e), den erften Kegel mit (4) und den 
zweiten mit (); irgend ein Punkt im Raum kann auf zweierlei Art beſtimmt 
werden, entweder durch feine rechtwinkligen Coordinaten x, y, 2, oder durch 
die Variabeln 9, a, »; letztere gehören in die Gattung der elliptiſchen Coor— 
dinaten. Den Uebergang von den einen zu den andern findet man durch 
Beſtimmung der Werthe von x, y, 2 aus den Gleichungen 1; man erhält 
dadurch 

2. bex=gur; bVe?— b?,y=eVu?— bib — »? 
Mel — br. 2 = Ve? — a?Ver — »? 

Die Gleichungen der Berührungsebenen von dieſen drei Flächen find, 
wenn der Berührungspunkt (X, y, z) iſt, und die laufenden Coordinaten- der 
Berührungsebenen mit x’ y“z“ bezeichnet werden: 


Rz! N zz‘ 
RT IT re ed 
x’ yy‘ ZUR > 
BT 


b und e find konſtant; e b; c>b>r Wenn man den 
Größen „ä und „ verſchiedene Werthe beilegt, fo erhält man eben fo viele 
Kegel; in den Grenzfällen iſt « = b und » = b; dann verwandeln ſich die 
Gleichungen 2 in folgende: 

b 


a N) 


> ——— zZ 
Ver — Pd? 
welche zwei durch den Urſprung gehende Gerade, die Fokallinien, vor: 
ſtellen; beide machen ſowohl mit der x als auch mit der 2 Axe gleiche Winkel. 
Wenn die Ebenen 2 = pX +tqgy und 2 = px ＋ d'y auf einander 
ſenkrecht ſtehen ſollen, fo muß die Bedingung erfüllt werden pp’ +qqy’+1=0; 
aus den zwei erſten der Gleichungen 3 erhalten wir 
5 2 02 — u? x? ct u? 
pp’ ＋ dd „ 1 2 4 
Der rechte Theil verſchwindet hier, wenn für x, y, 2 ihre Werthe aus 2. 
geſetzt werden. Ebenſo findet man, daß überhaupt je zwei der drei Tan— 
gentialebenen, welche an die Flächen in ihrem gemeinſchaftlichen Durchſchnitts— 
punkt ſich ziehen laſſen, die Bedingung pp’ ＋ dd“ +1=0 erfüllen, und 
alſo auf einander ſenkrecht ſtehen. Die Durchſchnitte der Tangentialebenen 
ſind mithin die Normalen der Flächen; die Gleichungen für die Projektionen 
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der Normalen auf den xy, xz und yz Ebenen ergeben ſich durch Elimination 


aus 3. 
5 “m: ce — br. b? c? — b? 
55 2x try weme Br A me Tl 
p? 2 
Y 2 7 =? 
27 — b? c — a 
Pr o 7 2 5 
6. x. — 52 A X ＋ 2 c® 2 = e 
2 2 
* p? 8 + zz 02 a) e* 
& (ce? — b?) 
- , 2 4 — 
„ ** zer a a bh 
p? (2 — b2) 
4‘ ni — ‘ — 
eee 
b? ce? 


* D * (e — 9 (e — f 
Die Gleichungen 5, 6 und 7 beziehen ſich auf die Normalen von (5), 
(u), (e); die Winkel, welche die Normale von (e) mit den Axen x, y, 2 
bildet, nennen wir a, a“, a“; die Winkel der Normale von (m): a, a’, a“. 
und diejenigen der Normalen von (5): a, a“, a“. Betrachten wir in 2. die 
Größen x, y, 2 und 9 als Variabele, fo erhalten wir durch Differenziation: 


VIV ge Ver. 


Era; 2 5 
VVT 
dx? + dy? + dz? = de? 

dx j dy 
COSA —— ER xx x= 1. 
- Vdx?+dy? + dz? VdxI +dy? +dz? 
cos a“ — 


VAX + dy? + da? 
Var — bibi — 22 


* 
8. cos a ] 90 — — ; 
be b Ve? — b? 
u Ver — u Ver — 27 


e Ve? — b? 
Sind aber in 2. x, y, 2 und u die Variabelen, ſo iſt 
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dx 5 dy . 
cos c H Q ; (080 = —— — 
Vıx +dy? + dz? Vax? + dy? + dz? 
cos c — 3 
Vax? + dy? + dz? 
2— 32 RR 2 
9. COS & _Ne— D Ver, cos 4 = u Ver — AVO. * v 


be Ve: ＋ * b Ver — VI y? 
_ m Var — b?Ve: — * 
0 Ve? — b VIII — »? 


Sind endlich in 2. x, y, 2 und »die Variabelen, ſo iſt 
om e Wb dy 
eiten 
be b Vez— ba Vor - v2 
0 Ver —urv.dv 


cos a — 


d= — —  — 
e Ve? — bi Ver — »2 
— . — — ( VAI — » 
Vax: ＋ dy? +dz2? = — — lv 
Vhs 2 
d x J dy 
cos a Y = cos a! = en a a 
Vax? + ay? +dz? Vax®+ay + da? 
cos a“ = . 
Vax? + day? dz 
RER, V 8 
10. cos a = VI 3 2 
be Yu? — 2 
I 
cos a“ — — BL 
c Ver — be Vu: — »? 
’ cos a!“ — Ve — ar Vo: meer 


© Ver — 1 Year»: 

Aus den vorſtehenden Formeln können wir ſchon einige Conſequenzen 
ziehen: Die homofokalen Kegel ( und () ſchneiden die Kugel in ſphäri— 
ſchen Kegelſchnitten, welche man gleichfalls homofokal nennt. Es ſei ABCD 
ein von vier homofokalen ſphäriſchen Kegelſchnitten auf einer Kugel gebildetes 
Viereck; die Seiten AB und CD find die Durchſchnitte der Kegel () und (7 
und die zwei andern Gegenſeiten A0 und BD find die Durchſchnitte der 
Kegel 60) und () mit der Kugel. Die Betrachtung der Gleichungen 2 oder 8 
ergibt nun ſogleich den Satz: 

Die Projektionen von vier Halbmeſſern einer Kugel, welche 
nach den Ecken eines von homofokalen ſphäriſchen Kegelſchnitten 
gebildeten Vierecks gezogen werden, auf irgend einer der drei 
Coordinatenaxen bilden eine Proportion. 
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Aus 5. und 6. läßt ſich ableiten: 

Zieht man die acht Tangenten in den Ecken eines von vier 
homofokalen ſphäriſchen Kegelſchnitten gebildeten Vierecks, ſo 
theilen ſich dieſelben in zwei Gruppen; die trigonometriſchen 
Tangenten der Winkel, welche die Projektionen einer Gruppe 
auf ir gend einer Coordinaten ebene mit einer Axe machen, ſind 
in Proportion. 

Es ſei 0 der Coordinatenurſprung; man ziehe nach den vier Ecken des 
Vierecks die Halbmeſſer OA, OB, 0C, OD. OA bildet mit den Axen die 
Winkel a, a’, a“; OB die Winkel b, b, b“; 0 C und OD bilden die Winkel 
c, ec’, c“! und d, d', d“. Die Gleichungen 8 führen nun, mit Benützung der 
Formeln cos 400 = cos a. cos e cos a“, cos c“ + cos a“, cos c“ und 


cos BOD = cos b. cos d + cos b“. cos d“ + cos b“, cos d“ auf nach— 
ſtehende 
EN 27.5 5 1 Vu: = b?yb? Er * Yu? — h? Vb: — 2 
b?e DIET 
1 92 wVe: — v2 Ver A Ve — * 
ce? (ec? — b?) 
ee er ir 
K * br (ci — 55 
ni Ve Ve: — v* v2 Ver art Ver — 2 — y? 
eee 


cos A0 C = cos BOD 


Wenn man vom Mittelpunkt einer Kugel nach den vier Ecken 
eines von homofokalen Kegelſchnitten auf derſelben gebildeten 
Vierecks Halbmeſſer zieht, ſo ſchließen zwei, nach den Gegen⸗ 
ecken gezogene Halbmeſſer den nämlichen Winkel ein, wie die 
nach zwei andern Gegenecken gezogenen. In einem ſolchen Vier— 
eck ſind alſo beide Diagonalen gleich. 

Ganz analog dem Vorigen läßt ſich der Beweis dieſes Satzes führen: 

In einem von vier homofokalen Kegeln und zwei concent⸗ 
riſchen Kugeln gebildeten Parallelepiped ſind die Entfernungen 
von je zwei Gegenecken einander gleich. 

Der Werde e, in einem Punkt einer Kegelfläche zweiten 
Grades iſt durch dieſe Gleichung heben! 

(22 + m?x? + n?y 
ICE St, 19, 15) 

2 = m?x? + n?y? ift die Gleichung der Miu Um auf elliptiſche 
Coordinaten dogg dürfen wir hier nur für x, y, 2 ihre Werthe aus 
den Gleichungen 2 ſetzen, nämlich 


our 4 „ VA bx — b. Vb In: oe Ve? Ver 
be Na fh e Ve? b 
er 


2 
Wir erhalten für die gegelſtäche . — u" W * 0 


x = 
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02 — 42 9 
m? — 5 W DB? 
252 2 2 2 2 2 2 2 = 
2 2 N 5362-9, (ee) ler?) ER 
X +Y ＋ 2 2 (a 815 b? (ce? — 7 + ec? (e? — b?) 2 
2 2 2 2 2 2 2 AND „2 
2 4 12 4% ee, 9 (e — 6927 
e ee — 55 e 


ge — #9? b?— »?) 
(u' — bi) b? (ce? — b?) 
2 2922 
m C 5b 0655 (68 Ep eb") A 
eee ieee ce ) u?e? ) 
Der Ausdruck in der Klammer verwandelt ſich nach einigen Reduktionen 
in (u? — v2) b2c? (e — be), alſo ift 


2 + mix? + n472 


„ C. m) U — m) 


u? (u? — 7 
N 
2 f u? (u? — b?) (nr N. 
e — 29 , ee = AIR (u — b 


be 

Die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer der im Punkt () der Kugel (0) 

ſich ſchneidenden homofokalen Kegel () und 6) find nun 
2 en di Rn (u? — 9 

. „. ee ee RT er e, 

Vier homofokale Kegel (u) und (u.), () und (6 ſchneiden eine Kugel 
(0) in einem von vier ſphäriſchen Kegelſchnitten gebildeten Viereck ABC b. 
Wir bezeichnen die Hauptkrümmungshalbmeſſer der in den Punkten A, B, C, D 
zuſammenſtoßenden Kegel der Reihe nach mit Ra, Ra; Ro, Ru; Re, Re; 
Ra, R’a, fo haben wir 


Ba... er R. » (b — / (0/2 ½ 
R. D eee ee e 
Re. v. Cb— , (ei- 72% Ba 2 (b — 22¼ (e — 7 
Re %% eee Re e 


ö 
F 
12. Ra. Re. RD. R“A = R“. RO. NW. Ra. 

In einem von vier homofokalen ſphäriſchen Kegelſchnitten 
auf einer Kugel gebildeten Viereck theilen ſich die acht Krüm— 
mungshalbmeſſer der Kegel in den Ecken in zwei Gruppen; das 
Produkt der Halbmeſſer der einen Gruppe iſt gleich dem Pro— 
dukt der vier andern. 

Die Polare der Ebene Ax+By+z o hinſichtlich des Kegels 
m?x? + n?y? = 2 genügt den Gleichungen: 


xt —z=0 — 2 2 0 
* Ita 
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* 2 22 


9 - N 
Wenden wir dieß auf den Kegel m + Fir 


u? 4 4 — b 
r e 
Durch Elimination von ergibt ſich 
c? — bꝛ 1 8 
1 BR u; = x — Dr B N + 2 — 0 


Dieß iſt die Gleichung einer Ebene, welche die Polaren von Ax + By 
＋ z o hinſichtlich aller homofokalen Kegel enthält. Beide Ebenen ſtehen 
auf einander ſenkrecht, weil 

ce? — bꝛ 1 S 
* 14 = FE B11 = 
iſt. Wir haben ſomit den Satz: 

Die Polaren einer Ebene hinſichtlich zweier Syſteme von 
homofokalen Kegeln liegen in einer zu der gegebenen ſenkrechten 
Ebene. Beide Ebenen ſchneiden ſich da, wo die erſte einen der homofokalen 
Kegel berührt. 

Wir wollen annehmen, daß die Ebene Ax ＋ BV + Z = o den homo: 
fokalen Kegel 


FFC 
wo? 4 — b Gm 
5 . e— wm” % c— m? yo... 
berührt, jo muß A= — 3 rn 20 ſein; ſetzt 


0 0 
man dieſe Werthe von A und B in die Gleichungen der Polare 
f 2 


xĩ ＋ A2 — I 
ce? — u? (2 — u? 


und eliminiert xo, Yo, 20, fo entfteht 
wo? , uo? — b? 13 
14. u‘ = + (u? —b?)? Y (c? — u?)? 
Gegeben find zwei homofokale Kegel; die Polaren der Tan— 
gentialebenen des einen Kegels in Beziehung auf den andern 
liegen auf einem dritten, nicht homofokalen Kegel. 
2 
Die Gleichung für die geodätiſchen Linien auf der Fläche 5 + 


y? 
2 
+ 3a 1 haben wir ſchon in F. 24, 1 entwickelt. Die dortige Aus: 
führung zeigt, daß man auf ein ganz ähnliches Reſultat gekommen wäre, wenn 
2 2 2 
man die Fläche GR + 8 * = o genommen hätte, indem 
in beiden Fällen die Differenzialien X, I, Z; dX, dY, d dieſelben Werthe 
haben. Somit iſt 


2 = 0 


Me y? 22 N dx? + dy? + dz? 
tat On m Im 
2 ? — 57 5 


die Gleichung der geodätiſchen Linien auf dem Kegel (4). 
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Wir wollen nun dieſelbe in elliptiſche Coordinaten umſetzen, indem wir 
zunächſt aus 2. die Werthe von x, Y, z in die linke Seite von der Glei— 
chung einſetzen; wir erhalten dann 


= 12 2 2 2222 62 (b? — »?) 
ee e vr price FD bi 55 
92 (e — 5 


ta c? (e? b (e? — 4 
oder mit Hinweglaſſung des Index 2 
* (eb) ub) (—u) + (b) cn (c - u) ＋ (e-) bu (u—b) 
be (e — b) u (% b) (ce — u) 
Die drei Summanden des Zählers geben entwickelt: 
„e (uc — um — be ＋ b) — vb(uc u — be + bu) 
+ c (be — bu — ve +uv) + ub (eu — be — u» + vb) 
=be(e—b) (u — ») 
fomit ift 
y? 2? 0? (u? — »?) 


1% Art lan + m nenn 


Die Werthe von dx, dy, dz ergeben fih aus 2. durch Differenziation, 
indem man w als konſtant anſieht, weil die geodätifche Linie auf dem Kegel 
(u) liegt: 


— . 3 
dx = 75 de + od») 


Vur — BR? _——- ov 
8 1 
r 
Mei — ——— 0 * 
RR Er ee a 
dz n ( 920 * 2d) 


Hieraus erhalten wir 


. 
dx? dy? dz? (de + edv)? ( 1 Vb 77 ) 


w? ui bi era beer n — 5 
PIE 
(ve v? do 8 dv) 
* (ee — bi) 


Bei der Entwicklung des rechten Theils der Gleichung findet man, daß 
die Coeffteienten von de? und von de dv verſchwinden; der Coefficient von 
dv? iſt, mit Hinweglaſſung der Zahl 

1 


(be * r Ne 
n ) (e - ee — ) — be (b - 
be (e — b) (b — ( — 5 


we be (e — b) 
edo (e — 5) (cb — 5 (e 5 
mithin iſt 
17 dx? ur Mio o?dv? 
2 u? u? 2 * — 12 ** (b? — 9 (c? = 90 
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Die Gleichung der geodätiſchen Linien auf dem Kegel (4) verwandelt 
ſich nun, wenn der Kürze wegen dx? + dy? + dz? = ds? geſetzt wird, in 
folgende: 

gr 0° (ut d 
Em ei) et 
Wir nehmen zwei Punkte auf dem Kegel (a) an, (X, 2) und (x + dx, 
y-+ dy, 2 + dz); die Verbindungslinie dieſer Punkte ift eine Tangente des 
Kegels; das vom Urſprung auf dieſelbe gefällte Perpendikel hat den Werth 
* (ydx — xdy)? + (xdz — 2d + (zdy — vdz)?} 
VdxX T ＋ dy? ＋ dz? 

Mit Benützung der Gleichungen 2 und der Werthe von dx, dy, dz er— 

gibt ſich 


1 


ou Vu? — bi VD — 


dx - xdy e * (vde + od») 
eV — be / r 
bꝰe Veri — b2 (I 0 V5 =) 
BR; % Vu? — be do 
C Ve- bibi »? 
guVe? — Vel — 2 
2 dx - XxdZ = e (Ode + od») 
Qu Ve — u? per gardv 
be?Ve? — ( 8 Ale? — =) 
% Vet — t d 
e 
S E N/eTl2 7 — ovdv 
zdy— ydz — — 4 6 0 5 b Sr) 
Bi E a er 15e d 
3 V 


02 Vu? — b?Ve? — u?rdr 
be Vb — Nei — 27 
Mithin iſt (ydx—xdy)? + (xdz - zdx)? + (zdy— ydz)?, wenn 
wir den Index 2 weglaſſen, ' 
3 u (% -b) u (e — u) (u b) le - 
0 7 ( (e—b)(b— ») 1. b(e—b)(e—») 1 en) 


Durch Addition dieſer drei Brüche erhält man im Zähler (ſiehe die Ent: 
wicklung von 16.) f 


be (e — b) ( — ) 
Alſo iſt die Summe der drei Brüche gleich 05 . 
man den Index 2 wieder ſetzt und dx? + dy? + dz? = ds?, 


„oder, wenn 
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g? Var — 77 dv 
vb? — 7 Nei — v2 ds 
Hiedurch verwandelt ſich die Gleichung der geodätiſchen Linien auf dem 
Kegel (u) in folgende: 
pP? 


Rey Ge) 


P ift das vom Urfprung auf die Tangente der geodätifchen Linie gefüllte 
Perpendikel; die vorstehende Gleichung enthält den Satz: 

Bei einer geodätiſchen Linie auf einem Kegel zweiten Gra— 
des iſt das von der Spitze auf die Tangente gefällte Perpen— 
dikel von konſtanter Länge. Alle Tangenten einer ſolchen 
Linie berühren alſo eine concentriſche Kugel. Dieſen Satz, wel: 
cher ſich durch Abwickeln des Kegelmantels auf eine Ebene ſehr leicht auf 
geometriſchem Wege für jeden beliebigen Kegel beweiſen läßt, werden wir 
ſpäter noch Gelegenheit haben, anzuwenden. 

Wir nennen den Winkel zwiſchen der Tangente der geodätiſchen Linie 
im Punkt (e, 4, ) und der Durchſchnittslinie der Flächen (e) und (m) i, 
ſo iſt offenbar 


1819 


0 „ a di 
0 Vbr EN U ds 


Dieſer Ausdruck läßt ſich aber noch auf einem andern Wege ableiten. 
Wir haben nach den Formeln, die auf die Gleichungen 10 geführt haben, wo 
X, y, 2 und „ als die Variabelen betrachtet werden, vax? + Ay? + dz? 


3 . i kigj 
= aa 7 dy = ds’. Nun iſt offenbar ds“ ein Element 
der Durchſchnittslinie zwiſchen der Kugel (e) und dem Kegel (a), mithin die 
Cathete des rechtwinkligen Dreiecks, deſſen Hypotenuſe ds, oder das Element 
der geodätiſchen Linie, iſt. Der Winkel zwiſchen ds’ und ds iſt gleich i, 
alſo 


„ 
de WW r 
Hieraus könnte man direkt die Gleichung 18 finden. 

Der Hauptkrümmungshalbmeſſer von (4), deſſen Krümmungskreis dieſen 
Kegel in der Durchſchnittslinie mit (O tangirt, hat nach 11. den Werth 

1 *. — 1 N 
Ru e — DR (et a 
4 2j 

Nun iſt nach dem Satze von Euler ug n 5 da der andere Haupt— 

krümmungshalbmeſſer unendlich iſt, alſo in der Euler'ſchen Gleichung der 
wer 
Summand 12 bei Kegeln wegfällt. Mit Hülfe des Werths von Ba und 
von 20. erhalten wir für den Krümmungshalbmeſſer der geodätiſchen Linie 
R.. (ue — 1 Mb — 2e d 

costi e (A — 59 (c — u?) Ve dv? 


cosi= 


21r ve 
oder nach 18. 
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22 ei 
1 FP ( — b ( — 97 

Es ſei ABCD ein von vier Krümmungslinien auf (m) gebildetes Vier— 
eck, d. h. AB und CD find die Durchſchnitte des Kegels mit den Kugeln (9) 
und (e); BC und DA find zwei Erzeugende von (w) oder die Durchſchnitte 
dieſes Kegels mit den homofokalen Kegeln (0) und (%. Durch die vier 
Ecken ziehen wir vier geodätiſche Linien auf (4), welche eine Krümmungslinie 
berühren, oder ſolche, deren Tangenten eine Kugel berühren, und bezeichnen 
die Krümmungshalbmeſſer derſelben in den Ecken A, B, C und D mit ra, 
ro, re, ra, fo iſt nach 22., wenn wir der Kürze wegen den konſtanten Aus— 
druck Pu (u? — 59 (C2 — 49 = ſetzen 

ra = 1 . 06 (u? — 9% rb = A. 6 ( — % 
re = A. 0 (u? — % ra = A. 0 (u? — 59% 
23. i b ra 

Zieht man auf einem Kegel zweiten Grades durch die Ecken 
eines Krümmungslinienvierecks vier geodätiſche Linien, deren 
Tangenten eine Kugel berühren, ſo bilden die Krümmungshalb— 
meſſer dieſer Linien in den Ecken eine Proportion. 

Man könnte dieſen Satz auch erweitern, inſofern als die Gleichung 23 
ſelbſt dann noch ſtattfindet, wenn die Tangenten der geodätiſchen Linien vier 
verſchiedene Kugeln berühren, deren Halbmeſſer proportionirt ſind. 

Wenn in einem Punkt auf (4) zwei geodätiſche Linien, deren Tangenten 
eine Kugel berühren, zuſammentreffen, ſo haben hier in 22. die Größen P, 
u, e und für beide Linien denſelben Werth; alſo auch er: 

Zwei geodätiſche Linien auf einem Kegel zweiten Grades, 
deren Tangenten eine Kugel berühren, haben in ihrem Durch- 
ſchnittspunkt gleiche Krümmungs halbmeſſer und mithin bilden 
ſie auch mit den Krümmungslinien gleiche Winkel. 

Die Gleichung 20 kann auch ſo geſchrieben werden: 

N 
In dieſer Form entſpricht fie der Liouville'ſchen Gleichung für die centriſchen 
Flächen, 
u? cos?i + v? sin?i = 42 
denn P ift konſtant längs einer geodätiſchen Linie auf dem Kegel. 


Aus cos i 7 folgt, daß der Winkel i konſtant iſt, wenn P und e 


zugleich konſtant ſind, oder wenn blos das Verhältniß 2 konſtant iſt, mit 


andern Worten: 

Alle geodätiſchen Linien auf einem Kegel zweiten Grades, 
welche eine Krümmungslinie berühren, treffen eine andere 
Krümmungslinie deſſelben Syſtems unter dem gleichen Winkel. 

Gegeben find 1.: Ein Punkt im Raum, durch welchen die Kugel (e) und 
die beiden homofokalen Kegel (u) und (v) gehen, und den wir alſo durch 
(9, 4, „) bezeichnen; 2.: Eine Kugel (&), deren Halbmeſſer & iſt, und ein 
weiterer homofokaler Kegel (8). Der Punkt (e, 4, „) und der unendlich nahe 
Punkt (e + de, u du, „ dv) find zwei Gegenecken eines Parallele: 
pipeds, und wir nehmen an, daß die Verbindungslinie dieſer Gegenecken eine 
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gemeinſame Tangente von (4) und (8) ſei. Indem wir die Diagonale des Pa- 
rallelepipeds ds nennen, und die drei im Punkt (9, a, ») zuſammenſtoßenden 
Kanten deſſelben mit ds‘, ds“, ds’ bezeichnen, haben wir nach 8., 9. und 
10. dieſe Gleichungen: 

N 


PEN men 
W. iver 


1 * 99 . (2 7 
ds’= de; ds Naeh ds — 
Hieraus ließe ſich ds = Vds? + ds“ + ds’? direkt beſtimmen; allein 
ein leichterer Weg iſt der nachſtehende: 
Der Berührungskegel von (a), deſſen Spitze (e, u, ) iſt, entſpricht der 
Gleichung 
e — u 


24. cos? / 05 


i“ iſt der Winkel, zwiſchen der Erzeugenden des Kegels und dem vom 
Urſprung nach (2, ½ ) gezogenen Halbmeſſer von (e); denn offenbar iſt der 
letztere die Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreiecks, deſſen Catheten der 
Halbmeſſer von (a) und die genannte Erzeugende = Vo? — a? find. 

25 cos? i“ cos? i“, a 


r Da ge se Moe; 
2 — 8² ** 2 — 82 
Durch die Verbindungslinie des Urſprungs mit (2, ,)) laſſen ſich zwei 
Ebenen legen, welche den Kegel (8) tangiren; ihre Gleichung iſt in 25. dar— 
geſtellt. i“ iſt der Winkel irgend einer durch (9, u, ) in einer ſolchen Ebene 
gezogenen Geraden mit dem Durchſchnitt von (e) und (v) und 1“ der Winkel 
derſelben Geraden mit der Durchſchnittslinie von (e) und (u). Das Syſtem 
der Gleichungen 24 und 25 bezieht ſich alſo auf die durch (, u, ») gelegte 
gemeinſchaftliche Tangente von () und (8). Da nun az eine ſolche gemein: 
ſame Tangente ſein ſoll, ſo folgt daraus, daß die Winkel zwiſchen ds und 
den Kanten ds“, ds“, ds’, beziehungsweiſe gleich i, i“ und i find. Nun 
beſteht zufolge einer auf geometriſchem Wege ſehr leicht nachzuweiſenden Eigen— 
ſchaft des Parallelepipeds dieſe Gleichung: 
ds = ds“. cos i“! , ds“, sj! ＋ ds“, cos i““ 
Aus 24. und 25. erhalten wir mit Berückſichtigung der Bedingungs— 
gleichung cos? i‘ + cos? j“ + cos? “ — 1 


dv 


. 5 ge — 
cos i“ = 3 081 = 9 5 3 805 Ä av . 
eV p? 2 0 Vu — 2 
ſomit 
Alta .GR 4 V — 57 
26. ds = — d - - du 
11 1 vb? — e — 9»? 
D — »2 5 
EE dv 
be — Ne, — 2 
Setzt man hier ds = o, fo erhält man 
Aa eg Ya .A2 
0 V — bꝛ Ve? — u? 
N BER 
1 “ ß v ar 


Vhr — „Ver — 7 
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Dieß ift die Differenzialgleichung der Fläche, deren Normalen eine Kugel (a) 

und einen Kegel zweiten Grades (8) berühren, in elliptiſchen Coordinaten. 
Die Größen b, e; 4, ß find die Konſtanten, e, 4, » die Variabelen. 
In dem unendlich kleinen Parallelepiped, welches wir ſoeben betrachteten, 


Pe ee“ e N 
iſt übrigens auch 9 zer = Fos = 808177 oder 
2 M ee 
ds = 1 — d 3 ds = — — —ů—— — d 9 
Ver — 42 65 aV — B? Vu? bꝛV e — u? ** 
9 (u? — 29 


ds = dv 


av BB? — 7b — 7 Veri — 7 
Hieraus ergibt ſich, wenn wir der Analogie mit früheren Gleichungen 


wegen (F. 25) N — g: Nh. — b Vr— a? = — A (ud) und 
VBRr— EV v Vο — = A (57) ſetzen, 
28 d dv » 


A (u?) A: 
Dieß iſt eine Differenzialgleichung mit zwei Variabelen, welche in die 
Klaſſe der Abelianiſchen Differenzialgleichungen gehört (ſ. §. 25, 20—22). 
Die Gleichung 26 hat noch eine weitere Bedeutung: ſie gibt das Ele— 
ment ds einer beliebigen Kurve im Raum für den Punkt (e, 4, „) an, welches 
verlängert die Kugel (4) und den homofokalen Kegel (8) berührt. Im Allge— 
meinen find « und 8 Funktionen von „%, , welche von der Natur der Kurve 
abhängen. Für geodätiſche Linien auf () hat man de = o, 4 = const. 
ß = const. 
Vo? — & aVur — »? 
29. ds = —— d dv 
0 * vb? — Veri — 7 
Die Rektifikation der Krümmungslinien auf (4) oder der ſphäriſchen 
Kegelſchnitte beruht auf der Integration der Gleichung 
aVu? — 7 
A 3 ——— —— 2 dv 
RA Vb — „Ve — 7 
@ {ft der Halbmeſſer der Kugel, O const. 


$. 28. Die homofokalen Flächen zweiten Grades. 
Homofokale Waraboloide. 


1 y? + 2? ae 1 yo + 22 2 1 
2)pð ＋ 4e 24 f fe 1 2p＋4 247 4% * 
Y Z 
ent Burn! 

Dieſe Gleichungen ftellen drei Paraboloide vor, die wir mit (g), () 
und (») bezeichnen. p und g find Konſtante, welche als gegeben angenommen 
werden. Gleichwie ein Punkt im Raum beſtimmt iſt, wenn die Halbaxen der 
drei durch ihn gelegten centriſchen homofokalen Flächen gegeben ſind, ſo iſt die 
Lage dieſes Punktes auch beſtimmt durch die Größen e, % und „, oder durch 
die Scheiteldiſtanzen (Abſtände der Scheitel vom Urſprung) der drei durch ihn 
gehenden homofokalen Paraboloide (e), ( und (5). Setzen wir z. B. in 

Boklen, Geometrie. 12 
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der erſten Gleichung 2 = o, fo iſt y' = (2p ＋ 4%) (x + e). Der Abſtand 
des Brennpunkts dieſer Parabel vom Urſprung iſt = 2p, alſo unabhängig 
von e; ebenfo findet man für den Abſtand des Brennpunkts der Parabel 
z? = (?2q+4e)(x+ 0) vom Urſprung den Werth 24. Die drei Paraboloide 
(o), (u), () find demnach homofokal, d. h. ihre Hauptſchnitte, welche in den 
xy und xz Ebenen liegen, haben dieſelben Brennpunkte. Da die Gleichun⸗ 
gen 1 in der Form übereinſtimmen, ſo nehmen wir die erſte derſelben und 
entwickeln fie nach Potenzen von 9, 


(r ee (l -. 
er u 
4 


Die drei Wurzeln dieſer Gleichung find e, U, », und nach der bekannten 
Theorie der Gleichungen iſt 


2 , 
p54 Nan e 
3. es Ke tv n 4 
_ _Pax, A = 
ein Fee nn 
Aus 2. erhalten wir 
Ae ee ie 
a ° 2 


Die Werthe von y und 2 können wir durch Elimination aus 1. bekom— 
men. Durch Subtraktion der zweiten und dritten von der erſten unter den 
Gleichungen 1 ergibt ſich 

2 


E n 1 
(+ 200 (b ＋ 2%) (d 2) (q ＋ 2%) 
175 22 . 1 


F UTm AFDarm) 
* ** 


(b ＋ 20%) (p ＋ 2% ( * * F ud W (pP+2r)(q + u) 


Hieraus 


I ＋ 2% 4 T 2 
— 5 2 
FR 20 —u)(p+2e)(p+ 40 (b ＋ 277) Be; 1 (p+2e) (p+2u) (p+2%) 


aa H2I+ 2) — (p+2u)(q+2) 5-4 
zZ 


22 
(q + 2e) 4 ＋ 29 0 25 J 705 (q + 2») (p+ 2 
TI EHTITTT 
200 -= 2 ＋ 2% ＋ 27) 1 
2 20 (p+2u) — (+ Mu) pt) F Bund DAS ad a6 5 
Wir haben ſomit dieſe Zuſammenſtellung: 


„ 
5. X - 0 = — 2 2 
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1 
6. 7 N (b ＋ 20% (p ＋ 2% ( + 2») 


*. 27 - (g ＋ 20) (d 2% d + 2») 


Hieraus können u wir ſogleich folgenden Satz ableiten: Wenn in 5. x 
konſtant iſt, ſo iſt es auch die Summe e 4 , oder 

Bewegt ſich ein Punkt in einer Ebene, welche ſenkrecht iſt 
zur „Axe, fo iſt die Summe der Scheitelabſtände der drei durch 
ihn gehenden homofokalen Paraboloide, deren Axe die X Axe 
iſt, konſtant. 


2 2 
Für das Perpendikel P, welches vom Scheitel des Paraboloids I — 1 


— x auf die Tangentialebene des Punkts (x, y, 2) gefällt wird, hat man 
den Werth 


222 
Das . i welches vom Urſprung auf die Tangentialebene des 
Paraboloids = + — =x+ oe tm Punkt (x, y, 2) gefällt wird, iſt gege⸗ 
ben durch die Gleichung 
x+ 22 


2 
Wir wollen nun die Größe unter dem Wurzelzeichen 1 + 5 + — 3 
in elliptiſchen ee 8 indem wir nach 1. ſetzen 
p ＋ 40 un = 24 / 40 
und nach 6. und 7. die Bert 1 y? und 225 5 1 wodurch wir er⸗ 


halten 
er en 1 222 P+2») , (+ 2m) (4 27) 
m? n? (b — q) œ + 20) (b — q) (g ＋ 20) 
O22) -P+WMIP+ IH eee 20 
p — q) (p ＋ 20) (d ＋ 20) 
Die, drei Summanden im Zähler entwickelt, geben 
Tann . . 2pge + 4pe? — pq? — 2pge — 2472 — 44e 
— (p?q + 2p’g + p + dpev + 2pqu + 4be% + 4% + Bow») 
+ pq? + 2q?e + 2pqv + 4gqov + 2pqu + 4de% + dpuv + Seh 
Wenn man diejenigen Größen nah! die ſich aufheben, fo bleibt 
4e (p — d — 4e (p — q) — 40% (p — q) ＋ 4 p = q 
4 1 * 90 u er ER ee 5 
112 3 
8. ENTE 
Hiedurch Rey ſich folgender Ausdruck für das 9 Urſprung 1 die 
Tangentialebene des Punkts (x, y, 2) der Fläche + 


xXx e gefällte Perpendikel: 


2p 7 2p + de 7 2 + 4e 
E 
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( ＋ 20 X + 2eVq + 29 
2Ve — V 
Aus den Bleitängen. 5, 6 und 7 erhalten wir durch Differenziation, 
indem wir x, y, 2 und o als die Bariabeien betrachten 


= Vp ＋ 29 
N 
een 
2 
dx? + dy? + da? = de? (1- G 200 0 . 290 4 ＋ 2% ( + 2%») 


9. F. 


dz = 


(p ＋ 200 (p ) (4g ＋ 200 (p - ) 
alſo (ſiehe die Entwicklung der Gleichung 8) 


(b — q) (e — a) (e — 7) 
ds“? — dx? + dy? e ART BT 
j eee = C — d (p ＋＋ 200 ( + 20) 


11. ds’ = 2% . 


Wir bezeichnen die Winkel, welche das Element ds“ oder die Normale 
des Paraboloids (eg) mit den Axen der x, y, 2 a durch a, a“, a“, 
ſo iſt e dy N 
- 15° 0 a a cosa ds’ 
oder 
Vp+2e Vvy+2%e 
Ve -K nt 5 
VP + 2uVp + 2v Vq + 20 
VSO = OV = Ve 
VdT Za V + 27 27 Vp + 20 
Vp d V = A Ve 
Wenn man aber in 5., 6. — U 7. die Größen x, y, z und als Bar 
riabele anſieht, jo erhält man auf ganz analoge Weiſe für den unendlich klei— 
nen Abſtand ds“ der beiden Punkte (e, U, ») und (, ＋ d, ») 


18. % d ever 
Vp + 2u VA + 2u 
ds“ ift die Normale des Paraboloids (%); die Winkel, welche fie mit 
den Axen der x, y und z bildet, Err wir mit æ, a“, a und erhalten 


12. cos a — ½ 


cosa’ = !h 


cos a“ = ½ 


x d dz 
ET TE Fr dene cos 4, = ig, oder nach 12. 
14. cos = — ½ Vp + 2u Va + 2u 


Vo -O VN 

V.. + 20 Vp 25 V + + 2 
V-0-9 DVS = V — » v 
Va + 20 Va + 2» Vp + 2m + 2# 


V AVC ON V. — 


cs« = !h 


ce Ya 
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Betrachtet man endlich in 5., 6. und 7. x, „ 2 und als die Varia: 
belen, und bezeichnet den unendlich kleinen Abſtand der Punkte (0, u, v) und 
(e, a, „ 2 de) oder die Normale des Paraboloids () mit ds“, fo iſt 


VS V 
Vo + 2»Va + 25 


ds““ bildet mit den Axen der x, y, z die Winkel a, a“, a“; eos a = 


15. dis“ = 2dr 


dx 
ds““ 
dy dz * 

90 ds; os N 8 oder nach 12. durch gegenſeitige Vertau— 


ſchung der Buchſtaben c und „ 
VP + 2 Va - — ＋ 2 


16. cos a - — 8 Ber 
N A 

cos a“ ıı W e Dr 20 Vb a. 2% Va +72» 
VDV Y Vn 

cos a“ = ½ Ad Des] * + 2% M 27 + 2% Vp L 2 27 


— VU V= 
Aus 12. und 14. erhalten wir 
17. cos a. cos * cos a“, cos 4 cos a“. cos 4“ 


ANp + 2eVa V + 20 Va 2 
a Ve- IV- ( OV N = 
10% ＋ 2% VD + 2eVp + NV + 2uVg 2 
4 (Br DV- IV e VN,’ 
I 2 eV + 20Vp + 2uVa + 2u 
4 (p = d Ve- e Ve- N= 

Alſo ſtehen die beiden Flächen (e) und (%) auf einander ſenkrecht. Ganz 
ebenſo läßt ſich zeigen, daß die Flächen (e) und () wie auch (4) und ( 
auf einander ſenkrecht ſtehen. Hierauf beruht das Theorem: a 

Drei homofokale Paraboloide ſtehen auf einander ſenkrecht, 
und mithin ſchneiden ſie ſich nach dem Satz von Dupin in ihren 
Krümmungslinien. 

Es ſei ABCD ein von vier Krümmungslinien auf dem Paraboloid (e) 
gebildetes Viereck. Die Abseiſſen der Ecken bezeichnen wir mit xa, ya, 2a; 
xo, Yo, 20; xe, ye, ze; xd, Ya, Za; die Punkte A, B, C, D werden der 
Reihe nach durch die drei in denſelben zuſammentreffenden homofokalen >. 
boloide bezeichnet mit (e, u, ); (, 4, „); (, ); (%%). Nach 5. ift 


=o0 


*. e I * e- 2 — 2 
* e E u] * eU Een 


18. X ＋ xe = x ＋ xa 
In einem von vier Krümmungslinien gebildeten Viereck 
auf einem Paraboloid iſt die Summe der Abſtände zweier Ge— 
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geneden von irgend einer auf der Hauptaxe ſenkrechten Ebene 
gleich der Summe der Abſtände der beiden andern Gegenecken. 
Legt man durch eine Ecke eines ſolchen Vierecks eine zur Haupt— 
axe ſenkrechte Ebene, ſo iſt die Entfernung einer zweiten Ecke 
des Vierecks von dieſer Ebene fo groß als die Summe der Ent— 
fernun gen der beiden andern Ecken. 

Aus 6. folgt 


a VV + 20Vp + 2uVp + 25 


ne V b + 20 VD + 2% Vy + 2% 


y = VV + 20 Vp + 27 Vp + 2» 
N V EV * 20 V + 2% Vp + 25 


19. ya. ye = vo. Ya ebenſo Za.Ze = Zu. Za 
In einem Krümmungslinienviereck auf einem Paraboloid 
bilden die Entfernungen der Ecken von einer der beiden andern 
durch den Urſprung gehenden Hauptebenen eine Proportion. 
3 (Xa —. x)? + (ya — Ye 2 (2a — ze) 2 
oder nach 5., 6., 7. 


e =- 4% 2 


ae 6 4% + 4% — 2a. Ze 


= (u - + N? —4lar + Wr) — 2 — 2240 
= (u! u)? + , ) — 2 (% T + uv‘)--2ya Je — 2Za Ze 
BD? = (XD — xa)? + (yo — ya)? + (20 — zu)? 
oder nad) 5., 6. und 7. 


= l — 1 — e 9 — „40% + w'») 
Hat 4 ( + e — 2) ya — 22u za 


= (u! - u)? + (# - 2 ( + u + wv + ww‘) — 2 0 Ya — 22 Za 

Da nun nach 19. ya. ye = y. y und za. ze 20. Zu iſt, ſo ha⸗ 

ben wir 
20. AC=BD oder 

In einem Krümmungslinienviereck auf einem Pa raboloid ift 
die Entfernung von zwei Gegenecken gleich der Entfernung der 
beiden andern. 

Aus dx = — de (Gleichung 10) folgt: 

Die Projektion des Stücks der Normalen zwiſchen zwei uns 
endlich nahen homofokalen Paraboloiden auf der Hauptare iſt 
konſtant. 

Aus 11. läßt ſich der Satz ableiten: 

Die Abſtände der vier Ecken eines Krümmungslinienvierecks 
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auf einem Paraboloid von dem unendlich nahen homofokalen 
Paraboloid bilden eine Proportion. f 

Dieſes Theorem hat zuerſt Bertrand für alle Flächen zweiten Grades 
angegeben (Recueil des savants étrangers). 

Zufolge der Gleichungen 12, 14 oder 16 beſteht der Satz: 

Die Coſinus der Winkel, welche die Normalen eines Para— 
boloids in den Ecken eines Krümmungslinienvierecks mit einer 
Axe bilden, find proportionirt. 

Die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer im Punkte (x, y,z) des Para⸗ 
2 


2 
boloids 11 + — —x-+ o find durd) diefe Gleichung gegeben: 


4 2 4 2 
1 m+n+4x+4e& (n En AAA 5 
Au mn n 422599 
a er 
Wenn wir nun elliptiſche Coordinaten anwenden, ſo haben wir zu ſetzen 
m = 2p ＋ 4; n = 24 7 40; e- 
Ar ern 


m? n? Cb T 20) (4 + 20) 
m+n+ix+4de=de@—utre— 
Ay? 425 
amn (1 7 r +) = He - Man 
dy? 4259 
Va +n+4x+ 490° 4un (I. A + A) -A --- 


Hiedurch wird der Zähler des Bruches von Au 8 ( — u) oder 


R 
=8@—») 452 42 ( 52 ( * 
un A 
4 ( l (p + 20)" (q + 20% 

Bezeichnen wir die beiden Hauptkrümmungshalbmeſſer im Punkt (9, x, v) 

mit R>R‘,fo iſt demnach | 
21 (e e @— n" R. N @ = N 
nf (P ＋ 200% (g + 200 ½ ( + 20% (g ＋ 200% 

Hieraus folgt ſogleich: 

In einem Krümmungslinienviereck auf einem Paraboloid 
theilen ſich die acht Hauptkrümmungshalbmeſſer der vier Ecken 
in zwei Gruppen; die vier Hauptkrümmungshalbmeſſer in einer 
Gruppe bilden eine Proportion. 

Für die ſechs Krümmungshalbmeſſer von drei in einem Punkt ſich ſchnei— 
denden orthogonalen Paraboloiden gelten die Gleichungen 36 des F. 21. 

Aus 12. und 21. erhält man 

22. . cos = — 2 00 n. eos = e 

R ift der Halbmeſſer des Kreiſes, welcher die Krümmungslinie u = const. 
berührt, auf dem Paraboloid (e), während der Kreis von R' die Krümmungs— 
linie » const. berührt. Nach 22. haben wir alſo den Satz: 
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Bei einer Krümmungslinie auf einem Paraboloid iſt die 
Projektion des Hauptkrümmungshalbmeſſers, deſſen Ebene die 
Krümmungslinie ſenkrecht ſchneidet, auf der Hauptaxe konſtant. 

Da nun zwei Gegenecken eines Krümmungslinienvierecks von einer zur 
Hauptaxe ſenkrechten Ebene zuſammen ſo weit entfernt ſind, als die beiden 
andern Gegenecken, ſo folgt hieraus weiter: 

Die acht Krümmungsmittelpunkte, welche den vier Ecken 
eines Krümmungslinienvierecks auf einem Paraboloid entſpre— 
chen, theilen ſich in zwei Gruppen, wovon jede ein Viereck bil— 
det: Die Summe der Entfernungen zweier Gegenecken eines 
ſolchen Vierecks von einer zur Hauptaxe ſenkrechten Ebene iſt 
ſo groß als die Summe der Entfernungen der beiden andern 
Gegenecken. 

Dieſe Krümmungsmittelpunkte liegen auf einer beſondern Fläche (K); die 
Normalen des Paraboloids (0), deren Fußpunkte eine Krümmungslinie bilden, 
tangiren dieſe Fläche in einer geodätiſchen Linie. In dem Krümmungslinien⸗ 
viereck ABCD find z. B. AB und CD zwei Gegenſeiten, deren Gleichungen 
in elliptiſchen Coordinaten 

u = const. = const. 

heißen, während die Gleichungen von A0 und BD » = const. „ = const. 
ſind. Die Fläche (k) beſteht nun aus zwei Mänteln, deren ſcheinbare Con— 
touren ſich überall ſenkrecht ſchneiden. Der eine Mantel wird durch die 
Mittelpunkte der Krümmungskreiſe R gebildet, der andere durch diejenigen 
von R“. Die Normalen von (9), deren Fußpunkte auf AB und CD liegen, 
tangiren den erſten Mantel von () in zwei geodätiſchen Linien, und die 
Normalen von (e), deren Fußpunkte auf BC und AD liegen, tangiren dieſen 
Mantel in konjugirten geodätiſchen Linien (ſ. §. 15); wir können ſomit für 
die Fläche (k) das Theorem aufſtellen: 

In einem von zwei geodätiſchen und zwei konjugirten 
geodätifchen Linien auf der Fläche der Krümmungsmittelpunkte 
eines Paraboloids gebildeten Viereck iſt die Summe der Ent⸗ 
fernungen zweier Gegenecken von einer zur Hauptaxe ſenkrechten 
Ebene gleich der Summe der Entfernungen der beiden andern 
Gegenecken. Hiebei iſt aber zu bemerken, daß beide geodätiſche Linien 
eine Krümmungslinie der Fläche der Krümmungsmittelpunkte berühren, und 
daß die zwei konjugirten geodätiſchen Linien auf derſelben Krümmungslinie 
ſenkrecht ſtehen müſſen. Oder auch müſſen die erſteren Linien durch einen 
Nabelpunkt gehen, wodurch ſich die Richtung der letzteren von ſelbſt beſtimmt. 

en Gleichung 16 F. 20 der geodätiſchen Linien auf dem Paraboloid 

Ze: — x heißt 

42 422 dx? ＋ dy? + dz? 
Tan mz * n? iN dy? Ren 
m 1 


Wenn wir auf elliptiſche Coordinaten übergehen, ſo haben wir nach der 
Gleichung 8 dieſes EN 


4 — ( — 0 ( — 9 
EL * 4 20 ( T 20 
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Wir wollen nun annehmen, daß die geodätiſche Linie auf dem Parabo— 
loid (e) liege, und bezeichnen ein Element derſelben mit ds, ſo iſt 
ds = vie + dy? + dz? 
Die Werthe von dy und d ergeben ſich aus 6. und 7., indem man , 2, 
und als variabel betrachtet; man erhält alſo durch Differenziation: 


Vp + 20 
dy ss ＋ 20% du (p ＋ 2% dv 
x N Lern FE ) 
VA 2 


N e ＋ 2% %, (1+ 2u) dv) 
7 92 - iyı dy? Az? ((p ＋ 20 d ＋ (p ＋ 2u) dye 
m n 2p+4oe 24 40 . — p (p T 2% (p T 2) 
29 d ＋ (d ＋ 2% d 
2 ( — 4) 5 + * (q + 2 ) 


42 


En — 112 — 47² 
D 2% U T 2% r Dh 270 
Die W für geodätiſche Linien 15 (0) in elliptiſchen Georbinaen iſt alſo: 
22. — 4 r 


(P+2D ( cas? Cb 27 (dJ. = 0 

Im Punkt (e, % ») auf (e) ſchueiden ſich die beiden Krümmungslinien 

e =const., w = const. und o - const., „= const. Das Element der 

erſten Krümmungslinie haben Ki mit ds““ bezeichnet, und dafür gefunden (15.) 

d A 2d. L N 
Vp ＋ 2 „ + 2 

ds und ds““ =i iſt, fo haben wir cos i = . 


A 
ds? (p 2% (4 + 257) 
Das Element der zweiten Krümmungslinie iſt ds“ und nach 13. 


3 


Wenn nun der Winkel zwiſchen 


cos? 1 = 


Is 7 2d — — — 
g Vp I 2 V rt u 

alſo 

hau AR a a ee ( — % (% — ) 
Ae 15. Du oder sin ber der (% . 2% ( T 2% 
Hiedurch verwandelt N 1 die . 22 in folgende: 

ne 21 ＋ r 

h b ＋ 20% ( 6 T 20 00 (+ 2e) (g + 20 

oder 


23. ½ cosi ＋ „sin? 1 . — C (b . 2 0) (q ＋ 200 = C 
Somit haben wir für die geodätiſchen Linien des Paraboloids eine Re⸗ 
lation gefunden, welche der Liouville'ſchen Gleichung für das Ellipſoid und 
die Hyperboloide entſpricht, 4 cosꝰ i + sin? 12 = const. Um den Werth 
von C“ zu beſtimmen, u wir an, daß die geodätifche Linie auf (2), ge: 
börig verlängert, die Krümmungslinie « r d. h. 11 Durchſchnittslinie 


der homofokalen Paraboloide (e) und ——— + —— ee 


re: ne 
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iſt im Berührungspunkt i= o, 4 = «, alfo verwandelt ſich 23. in & = C-; 
ſomit iſt 
24. „ cos? i ＋ sin? i 
die Gleichung für die geodaziſch en einten auf dem r 
(e), welche die Krümmungslinie e = const. & = const. tangiren. 


Alle Conſequenzen, welche aus der Gleichung von Liouville folgen, laſſen 
ſich aus der Formel 24 ziehen, blos mit der Modification, daß man „ und „ 
ſtatt ? und „2 zu ſetzen hat. Die Formeln 15, 16, 17, 18 des F. 24 ver⸗ 
wandeln ſich alſo in folgende für das Paraboloid: 


28. i sin i V Er ig i ENTER 
* * * — * — y 


2. u yeTı 
sini u — 8 
27. % ＋ = 4 ＋ 8 = const. 
28. sin i. sin i 1. sin ?. sin i.. = sin J. sin JI. sin J. sin J. 

Die drei letzten Gleichungen enthalten folgende Theoreme für das Para— 
boloid: 

Wenn ſich die Spitze eines von zwei geodätiſchen Linien 
gebildeten Winkels, welche zwei beſtimmte Krümmungslinien 
(a = const. und B= const.) berühren, auf einer dritten Krümmungs⸗ 
linie bewegt, ſo iſt das Verhältniß der Sinus der Winkel, welche 
die geodätiſchen Linien mit der letzteren Krümmungslinie bil⸗ 
den, fonftant. 


Die Spitze eines von zwei geodätiſchen Linien gebildeten 
rechten Winkels, welche zwei beſtimmte Krümmungslinien 
( = const., 5 = const.) oder nur eine berühren, bewegt ſich auf 
einer zur Hauptaxe ſenkrechten Ebene. Denn wenn % E » Eonftant 
iſt auf dem Paraboloid (e), fo iſt es auch die Absciſſe X — e — u — vr 
— — 2 Bei dem analogen Satz für das Ellipſoid und die Hyperbo— 
loide liegt die Spitze des rechten Winkels auf einer concentriſchen Kugel. Da 
nun das Paraboloid als ein Ellipſoid mit unendlich fernem Mittelpunkt an— 
geſehen werden kann, ſo ſieht man leicht die Uebereinſtimmung zwiſchen beiden 
Sätzen, inſofern als die Kugel ſich in eine zur Hauptaxe ſenkrechte Ebene 
verwandelt. 

Wenn man einer Krümmungslinie ein geodätiſches Vieleck 
von u Seiten einbeſchreibt, fo laſſen ſich die Winkel, welche jede 
Seite des Vielecks mit der Krümmungslinie bildet, in zwei 
Gruppen bringen: Das Produkt der Sinus der n Winkel in der 
erſten Gruppe iſt gleich dem Produkt der Sinus der n Winkel in 
der andern Gruppe. 

Setzt man in 26. «= 8, fo iſt sin i = sin i“, oder 

Zwei geodätifche Linien, welche eine Krümmungslinie eines 
Paraboloids berühren, bilden in ihrem gemeinſchaftlichen Durch— 
ſchnittspunkt mit einer zweiten Krümmungslinie gleiche Winkel 

mit derſelben. 
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Nach dem Theorem von Euler ift 
= ich i 
Mit Benützung a Werthe von R und R“ aus 21. erhalten wir 
1 Vp ＋ 29 V + 20 2 En: 
29. ri — EB je — (m cos it Sin i) 

Dieß iſt der Ausdruck für den Krümmungshalbmeſſer r jeder beliebigen 
geodätiſchen Linie auf dem Paraboloid (e), welche im Punkte (0, ½% ) mit der 
Krümmungslinie „ = const. den Winkel 1 bildet. Bei den geodätiſchen 
Linien, welche die Krümmungslinien 6 const., & const. tangiren, iſt 
cos? i ＋ sin? i = 4, alſo 

3 ( — %% ( = H 
OFT ＋ 200 

Hieraus findet man ohne Mühe den Beweis für dieſen Satz: 

Wenn man in einem Krümmungslinienviereck auf einem 
Paraboloid zwei Eckenpaare durch geodätiſche Linien verbindet, 
ſo bilden die Krümmungshalbmeſſer der letzteren in den Ecken 
eine Proportion. 

Aus 30. folgt: 


1 
2 . (e — s ( — ) const. 


Dieß iſt eine weitere Gleichung für die geodätiſchen Linien auf dem 
Paraboloid. 

Der Joachimsthal' ſche Ausdruck für die Poldiſtanz eines Elements auf 
einer Fläche, welches mit einer Krümmungslinie den Winkel i bildet, heißt: 


cos?i sin?i 

4 R’ 
cos?i sin?i 

R? R 


„Wenn man die Werthe von R, R', cos i und sim i aus 21. und 25. 
ſubſtituirt, ſo erhält man 


132% ae 
(p + 20% (dg + 200% e — 20% + 4 (% +») — ur 
Da ds die Diagonale in dem unendlich kleinen Parallelogramm iſt, deſſen 
Kanten ds“ und ds““ ſind, ſo läßt ſich, mit Hülfe der Gleichungen 
ds? = ds“? + ds’? und ds = ds““ cos i + ds’ sin i 
das Element der paraboloidiſchen Linie auf zweierlei Art beſtimmen: 


( - 0 u) . 
„ ds 2 = Ada? LER N 
32. 46% . + 29 (q+ 2» 
Ve—rVa—r Va 
l Ip T 2 NT 25 e 


Soll die Gleichung 33 das Element einer beliebigen paraboloidiſchen 
Linie vorſtellen, fo iſt allgemein « = (, ); in dem ſpeziellen Fall der 
geodätiſchen Linien iſt &« = const,, wodurch ſich die Integration von 33. 
weſentlich vereinfacht. 
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ds‘. ds“ 


Endlich beſtehen noch die Relationen ds — „„ oder 
duvo—u dy - 


(/ zn ers ru ze 0 
Vp ZA VT Z Va— u Vp + TN + N 


$. 29. Die homofokalen Paraboloide. Fortſetzung. 


Es it eine Ebene Ax + By+z=y gegeben, auf welcher ſich ein 
Punkt M bewegt, deſſen Coordinaten entweder (X, y, 2) heißen mögen, »der 
durch die Parameter der drei durch A gehenden homofokalen Paraboloide 

y? 2? y? 22 
25 ＋ 40 Nr pA 2 L445 * 
y? 4 2? 

2p +4r 24 + 4» 
nämlich durch (9, ½ ) ausgedrückt werden können. Die Normalen von ), 
(%), (), bilden in M mit der Ebene die Winkel i, i“, i“; wir bezeichnen 
ferner, wie früher, die Winkel, welche die Normalen von (e), (4), (0) mit 
rd Y, 2 Axen machen, der Reihe nach mit a, a“, a“; a, a., a.; a, a“, a“, 
ſo i 


8 A B 
1. sini = ——— cos a + u cos a! 
Vi+Aar+B: Vi+a+B: 
— ——— (08 a“ 
VIA. 
2. sul’ = — EEG cos K + et cos G 
VITA B Vı+Ar+B? 
+ ———— (0085 a‘! 
VII AAB: 
3 sin pr = ARTEN. "HERR cos a —— cos a“ 
Vi+Aar+B? VI TAZ PBI 
A 08 a“ 
VIA 5. 
Mithin 
1 a‘ Nie 1 
in? 244 * 21. re ‘ NY 
o sin? i + w sin? i“ v sin?i IFAT ER (A cos a + Bcosa‘+ cosa”)?g 


＋ (A cos 4 +Bcosa’ + cos a’ (A cos a B cos a“ + cos a) vr! 
* . (cos? ag. ＋ cos? . cos? a. 0 A2 


+ (cos a. cos a“. & + cos &. cos . A cos g. cos a“. „) 24 B 
+ (cos a, cos a“. + cos &. cos “. eos a. cos a“ . ) 2A} 
+ a. (cos? a“. 0 + cos? K“ 1 cos? a“. ) B? 


+ (cos?a’.o + cos? , . „ + cos? a’. 1) 
+ (cos a“. cos a“. + cosa’. cosa’'.u + cos a“. cos a“. ) 285. 
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Wenn wir die Ausdrücke in den Parentheſen entwickeln, mit Hülfe der 
Werthe von cos a, cos a“, cos a“; cos a, cos, cos ]; cos a, cos a“, eos a“ 
(12, 14. 16. in §. 28), ſo erhalten wir 

cos a?. g + cos . ＋ cos a?. 
1 bee ee e 2% ( . 200 P ＋ 27 * 
(e—u)(@—») ( = αι = e = οστι 
= 2 pe ＋ 2d ＋ 46% % — (b 2pe + 24e + do?) ve 
— (pq +?pu + 2qu + du?) gu+ (pg + 2pu + 2qu + 4% vu 
an ü SF 4(g-u)lg-v)(u-r) 
4 rer rer ern 
= a: 18 
er WENN 

Nun iſt 4 9992 5 r E 
, ferner FR Eon, — utg + u? a 
= b 63 3 4 „ ＋ 7 — 51 ſomit cos? a. e ＋ cos . 1 
+ eos? a. 2 + 8 2 ters +»; oder nach F. 28, 5. 

4. cos? a. 2 @a.w+ costa.vr= KX 
cos a. cos a“. C ＋ cos &. cos. 4“. ½ ＋ cos a. cos an 
I eee, e ALA AVYp+2eVp+2uVp+ir 
a (e- u) (e-»)  (@- u lu—r) Va = 5 

Der Ausdruck in der Klammer iſt, wie man leicht findet, gleich 2; und 

nach $. 28, 6 iſt der Bruch gleich y, alſo 
1 


5. cosa.cosa‘.og + cos. cos A cosa. cos a“. rr 


cos a. cos a“. 0 ＋ cos . cos “. % cos g, cos, a“. „ 
1 @+20e 3 er e ev 
x E- ο = D (u— ＋ v) ( p 
Die Größe in der Klammer il gleich 2, und der Bruch Aach 8 28 N 
gleich 2, alſo 


6. cos a. cosa“. 0 1 + cos g. cos a“. * 


(pP ＋ 2%) (p ＋ 27) (q + 20) 
( — p) (e - % e — v) 
rene 2005 (b ＋ 200 (b ＋ 2% (4. 528 

(q —p) (e - (u — 9) (4g - p) (e - g — * 
eee e 7 } (p?q + 2p?g + 2% + 4% + Zupg + 4upg-+4urg +Burg) gu 
— Gb + 255% + 2 + 4% + Zupq 4% +4uru+8urg) gr 
— (p?q + 2p°u + 2prq + 4% + 2opg + doputderg+Bgur) gu 
+(p?9 + 2p?u+2prg + Apur + 2opg+ doputdovg+Bour) ur 
+ (beg + 2p?v + 2pug A + 2opg+ dopv +4oug+sour) ov 
— (p?q + 2p?v + 2pug+Apur+2opg+4e:v-+4eug+8gur) ur } 
Wenn man in der Klammer diejenigen Summanden wegläßt, welche ſich 
AR fo bleibt noch 
0 — ) pee + b — pee (u+») + pe (u+ v) — pe = N 
= ( - ) p - d) e — (, e un 
= - pp⁰ =( e -) (e - 9 


cos a“. % + cos? . u + cos? a“. 


+ 
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Alſo erhalten wir 
7. cos? a“. 0 ＋ cos? a“. ½ + cos? a“. = — ＋ 5 


Den Werth von gos? a“ . e + cos &“ . % ＋ cos a“ . „ brauchen wir 
nicht beſonders zu entwickeln, weil alle hieher gehörigen Formeln aus den 
vorhergehenden Formeln abgeleitet werden können, wenn die Buchſtaben p 
und 9 gegenſeitig vertauſcht werden; alſo iſt 
1 
＋ 4 
cos a“. cos a“. ＋ cos a“. cos g“ . „ ＋ cos a“. cos a“. 


Vp + 20 2e + 2uVp - r 2»Va + 20 8 + 27 M + 2 


5 — 4 2 @— 8 0 (e — N (e— >) een 
Die Größe in der Klammer iſt Null, alſo ift 
9. cos a“. cos a“. + cos a“. cos 4“. u ＋ cos a“. cos a“. „ = 
Aus den Gleichungen 4 — 9 folgt 
. sin? i T. sin? i“ ＋E v. sin? j“ 
A (— A?x—-ABy—A2 —＋ — 4) 
Da fih nun der Punkt auf der Ebene Ax +By+z=y bewegt, fo 
haben wir 


8. cos? a“. ＋ cos a“ . % ＋ cose a“ . 5 —' 


A * + 1 
10. o. sin? i . sin? i“ + „. sin? j“ = — . const. 

In dieſer Gleichung iſt folgender Satz enthalten: 

Wenn ſich ein Punkt auf einer Ebene bewegt, ſo iſt die 
Summe sin i sin? i vsin?i konſtant; e a,» find die Para: 
meter der drei homofokalen Paraboloide, welche durch den Punkt 
gehen und i, i“, i“ find die Winkel zwiſchen der Ebene und den 
Normalen dieſer Paraboloide. 

Das entſprechende Theorem von Chasles für die centrifchen Flächen 
zweiten Grades, welches wir früher angegeben, aber auf andere Weiſe bewieſen 
haben, heißt o? sin? 1 + „ sin? j“ + „sin? i“ const. Es kann aber kei— 
nem Zweifel unterliegen, daß ſich auch dieſer Satz ebenſo direkt und auf ganz 
ähnliche Art nachweiſen läßt, wie wir es Bei den homofokalen Paraboloiden 
ausgeführt haben. 

Die Beſtimmung der const. in 10. iſt ſehr einfach. Unter allen homo— 
fokalen Paraboloiden, welche ſich durch den Punkt M legen laſſen, iſt eines, 
das die Ebene Ax + By + Cz=y berührt; es ſei 4 der entſprechende 
Parameter, dann iſt offenbar i = 90%, i“ 1“ = o, alſo « = const. oder 

11. O. sin? i ＋ . sin i“ +v.sinti” = 4 

Wir betrachten das Paraboloid (4), deſſen Parameter 4 iſt, als gegeben, 
wie auch den Punkt M oder (o, %, ), dann find in 11. die Größen i, 1, i“ 
die Variabelen, und bezeichnen die Winkel, welche irgend eine durch M gelegte 
und die Fläche (=) tangirende Ebene L mit den Normalen der Flächen (e), 
(u), C) in M macht; alle dieſe Ebenen L hüllen aber einen Kegel K ein, 
deſſen Gleichung ſich leicht angeben läßt, wenn dieſe drei Normalen als Coor— 
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dinatenaxen angenommen werden, und zwar follen die Normalen von (e), 
2 
(u), (5) die Axen der F, 7,5 fein. Man hat nämlich sin? 1 


7 az &? 
ei an e 


8 
n f 
Durch Vergleichung mit 11. 
eg ＋ f = (A 7 50 
(e a) 5 ＋ ( a) 7 ＋ -) b = O 


Dieß iſt die Gleichung des Ergänzungskegels von demjenigen, welchen 
die Ebenen L einhüllen; mithin iſt die Gleichung des Kegels K ſelbſt 
2 72 
a A en ie 0 
07:4 u — v—a 
Die Gleichung eines zweiten Kegels K“, deſſen Spitze ebenfalls der Punkt 
M oder (e, 4, ) tft, und welcher das homofokale Paraboloid (8) berührt, iſt 
ſomit 
* 5 2 
R 
N an 
Die beiden Kegel K und k“ find homofokal. Die Gleichungen ihrer 
Fokallinien ſind: 


TE 


Sin? 1“ 


oder 


14. 5 = + it; n=0 


1 — 
(ſiehe §. 27, 4). Hierauf beruht der Satz: 

Alle concentriſchen Kegel, welche homofokale Paraboloide 
berühren, ſind homofokal. 

Die Fokallinien ſind die geradlinigen Erzeugenden eines der drei durch 
die Spitze der Kegel gehenden homofokalen Paraboloide. 

Da die zwei Ebenen, welche durch eine Erzeugende eines Kegels und 
ſeine beiden Fokallinien gelegt werden, mit der Tangentialebene gleiche Winkel 
bilden, ſo ſchließen wir weiter: 

Gegeben ſind ein Punkt im Raum und drei durch ihn gehende 
homofokale Paraboloide. Durch die beiden geradlinigen Er— 
zeugenden eines derſelben, und durch eine von dem Punkte aus 
an ein viertes homofokales Paraboloid gezogene Tangente 
lege man zwei Ebenen, ſo bilden dieſelben gleiche Winkel mit 
der durch die Tangente gehenden Tangentialebene des vierten 
Paraboloids. 

Wenn dieſe Tangente noch ein fünftes Paraboloid berührt, ſo bilden die 
genannten Ebenen ebenfalls gleiche Winkel mit der durch die Tangente an 
das letztere gezogenen Tangentialebene, und da zwei homofokale Paraboloide 
nie eine gemeinſchaftliche Tangentialebene haben können, ſo müſſen beide Tan— 
gentialebenen auf einander ſenkrecht ſtehen. 

Zieht man durch die gemeinſchaftliche Tangente zwe ier ho— 
mofokalen Paraboloide eine Tangentialebene des einen, ſo iſt 
ſie zugleich Normalebene des andern. 

Nicht jede Fläche iſt geeignet, für ſich allein die Fläche der Krümmungs⸗ 
mittelpunkte einer andern Fläche zu ſein. Es iſt zu dieſem Zwecke nöthig, 
daß der Grad ihrer algebraiſchen Gleichung gerade iſt, und zweitens, daß 
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die ſcheinbaren Umriſſe ihrer zwei Mäntel rechtwinklig zu einander find. Alle 
diejenigen, welche dieſe beiden Bedingungen nicht erfüllen, können nur einen 
Mantel der Fläche der Krümmungsmittelpunkte bilden, und müſſen mit einer 
andern Fläche verbunden werden, welche der zweite Mantel iſt, und für welche 
es hinreicht, wenn die ſcheinbaren Umriſſe beider ſenkrecht zu einander ſind, 
von welchem Punkte aus man ſie auch betrachtet (Monge, analyse appliquée 
à la géometrie, 5me ed. page 136). 

Aus unferem Satze geht hervor, daß zwei homofokale Paraboloide die 
hier angegebenen Bedingungen erfüllen, um die beiden Mäntel einer Fläche, auf 
welcher die Krümmungsmittelpunkte einer dritten Fläche liegen, vorſtellen zu kön— 
nen; einerſeits iſt ihre Gleichung vom zweiten Grade, alſo gerade, und anderer— 
ſeits ſtehen ihre ſcheinbaren Umriſſe ſenkrecht auf einander, weil jede durch eine 
gemeinſchaftliche Tangente beider gehende Tangentialebene des einen Parabo— 
loids zugleich Normalebene des andern iſt. Man ſchließt hieraus ſogleich 
weiter, daß, wenn ſich dieſe gemeinſame Tangente bewegt, ohne aufzuhören, 
beide Flächen zugleich zu berühren, der Berührungspunkt auf der einen eine 
geodätiſche und auf der andern eine konjugirte geodätiſche Linie beſchreibt, 
oder: 

Alle Tangenten einer geodätiſchen Linie auf einem Para— 
boloid berühren ein homofokales Paraboloid; dieſes letztere iſt 
daſſelbe für ſolche geodätiſche Linien, welche die nämliche Krüm— 
mungslin ie des erſten Paraboloids tangiren (ſiehe $. 15). 

12. und 13. ſind die Gleichungen einer gemeinſamen Tangente der 
Paraboloide (4) und (8), welche durch den Punkt M oder (, u, ») gezogen 
wird. Man findet ſomit leicht, daß ſich durch einen Punkt an zwei homofo— 
kale Paraboloide entweder keine oder vier gemeinſame Tangenten legen laſſen, 
welche als die Durchſchnitte von zwei homofokalen Kegeln eine ſymmetriſche 
Lage hinſichtlich dreier rechtwinkligen Axen haben. 

Wir haben oben geſehen bei den centrifchen Flächen zweiten Grades, daß 
die konjugirten Tangenten einer geodätiſchen Linie in ihren auf einander 
folgenden Durchſchnittspunkten eine Kurve bilden, die auf einer Fläche zweiten 
Grades liegt. Das Gleiche gilt auch von den Paraboloiden. 5 

Die konjugirten Tangenten aller geodätiſchen Linien eines 
Paraboloids, welche eine Krümmungslinie berühren, ſchneiden 
ſich auf einem zweiten Paraboloid, welches aber nicht homofokal 
iſt. Die konjugirten Tangenten aller konjugirten geodätiſchen 
Linien, welche auf einer Krümmungslinie ſenkrecht ſtehen, 
ſchneiden ſich in geodätiſchen Linien auf einem zweiten homo— 
fokalen Paraboloid. 

Indem wir uns an die Betrachtungen des §. 15 über geodätiſche und 
konjugirte geodätiſche Linien anſchließen, wollen wir annehmen, daß auf einer 
beliebigen Fläche 

14. bis. f (u, v, i) = k 
die Gleichung aller geodätiſchen Linien ſei, welche eine Krümmungslinie be— 
rühren; die Konftante ändert ſich von einem Syſtem ſolcher Linien zum an— 
dern. Für diejenigen geodätiſchen Linien alſo, welche eine andere Krümmungs— 
linie tangiren, gilt die Relation 
(u, , i) = K. 

u und » find gewiſſe Parameter, die für jede Krümmungslinie einen 

ſpeciellen Werth haben, und i ift der Winkel zwiſchen einer ſolchen Krümmungs— 
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linie und der geodätifchen Linie. Es ſeien m m‘ m’... Punkte auf meh⸗ 
reren unendlich nahen geodätiſchen Linien eines Syſtems; die Tangenten der 
letzteren in m“, m“... find den Elementen mm‘, m' m“ . .. konjugirt, dann 
bilden dieſe Punkte eine konjugirte geodätiſche Linie auf der Fläche, wie dieß 
in $. 15 nachgewieſen iſt. An iſt einleuchtend, daß die Gleichung 
(, , i) K 

auf alle konjugirten geodätiſchen Linien eines Syſtems anwendbar iſt; und „ 
haben dieſelbe Bedeutung, d. h. ſie ſind die Parameter der Krümmungslinien, 
nur iſt unter i nicht mehr der Winkel zu verſtehen, welchen die Tangente 
der konjugirten geodätiſchen Linie mit einer Krümmungslinie bildet, ſondern 
der Winkel der konjugirten Tangente dieſer Linie, und mit dieſer Modifikation 
laſſen ſich alle Sätze, welche aus 14. bis für die geodätiſchen Linien eines 
Syſtems abgeleitet werden können, auf die konjugirten geodätiſchen Linien 
deſſelben Syſtems übertragen. Dieſe Linien werden, gehörig verlängert, die 
Krümmungslinie der Fläche, welche von den geodätifchen Linien des Syſtems 
berührt wird, ſenkrecht ſchneiden, weil die konjugirten Tangenten einer Krüm— 
mungslinie auf einander ſenkrecht ſtehen. Wenn die Fläche einen Nabelpunkt 
hat, ſo entſpricht demſelben ein ſpezieller Werth der Konſtante k, und alſo 
auch allen durch ihn gehenden geodätiſchen Linien, ſowie den entſprechenden 
konjugirten geodätiſchen Linien. 

In dem beſondern Fall der Paraboloide hat die Gleichung k (, , i) S k 
die Form 

1 cos?i sin? i = const. 

Wendet man dieſelbe auf die konjugirten geodätiſchen Linien dieſer Flä— 
chen an, ſo iſt zu berückſichtigen, daß unter i der Winkel zu verſtehen iſt, 
welchen die konjugirten Tangenten der genannten Kurven mit der Krümmungs— 
linie „ = const. machen. 

Es ergeben ſich nun unmittelbar folgende Sätze, deren Beweis früheren 
55 Theoremen für die centriſchen Flächen zweiten Grades ana— 
log iſt. 

Zwei konjugirte geodätiſche Linien eines Paraboloids, welche 
auf einer Krümmungslinie der Fläche ſenkrecht ſtehen, bilden in 
ihrem Durchſchnittspunkt mit einer zweiten Krümmungslinie 
gleiche Winkel mit letzterer. 

cos i ＋ sin? i = a und cose j“ sin? j“ = g find die Glei⸗ 
chungen von zwei konjugirten geodätiſchen Linien des Paraboloids (9), deren 
konjugirte Tangenten die homofokalen Paraboloide (d) und (8) berühren, 
oder, was daſſelbe iſt, welche, gehörig verlängert, auf den Durchſchnitten von 
(e) mit (4) und mit (8), d. h. auf den Krümmungslinien « = const. und 
5 = const. von (9) ſenkrecht ſtehen. Nun iſt 

sin i 1 — a 
7 sin i‘ u— 5 
16. % tr=a+ = const. 
17. sin i. sin i!. sin 12. sin is .... = sin J. sin J 1. sin J?. sin J®.... 

Die Bedeutung dieſer Gleichungen iſt ähulich, wie bei früheren der— 
artigen Formeln. Aus 15. folgt: 5 

Wenn ſich die Spitze des von den genannten zwei Linien 
auf einer Krümmungslinie ( - const.) bewegt, fo iſt das Ber: 

Böklen, Geometrie. 13 
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hältniß der Sinus der Winkel, welche ihre konjugirten Tan: 
genten mit der Krümmungslinie bilden, konſtant. 

Die Gleichung 16 enthält den Satz: 

Wenn ſich zwei kon jugirte geodätiſche Linien, welche auf 
einer oder auf zwei beſtimmten Krümmungslinien ſenkrecht 
ſtehen, fo bewegen, daß im Durchſchnittspunkt ihre konjugirten 
A einen rechten Winkel bilden, ſo beſchreibt dieſer 
Punkt eine ebene zur Hauptaxe ſenkrechte Kurve. 

Aus 17. ſchließt man: 

Auf einer Krümmungslinie eines Paraboloids liegen nPunkte, 
wovon je zwei durch kon jugirte geodätifche Linien verbunden 
find, dann theilen ſich die Winkel, welche die kon jugirten Tan⸗ 
genten in den Ecken des Vielecks mit den Krümmungslinien 
bilden, in zwei Gruppen: das Produkt der Sinus der n Winkel 
9 einen Gruppe iſt gleich dem Produkt der Sinus in der 
andern. 

Wir wollen nun die Gleichung der Fläche (A), deren Krümmungsmittel⸗ 
punkte auf zwei homofokalen Paraboloiden liegen, zu beſtimmen ſuchen. Zu 
dieſem Zwecke nehmen wir im Raum zwei Punkte an, (e, 4, v) und ( ＋ de, 
u ＋ du, » + dv), welche die Gegenecken eines Parallelepipeds find. Die 
Diagonale ds bildet mit drei in einer Ecke zuſammenſtoßenden Kanten die 
Winkel i“, i“, i und berührt verlängert die beiden homofokalen Paraboloide 
(4) und (8), fo haben wir nach 12. und 13. die Gleichungen 


cos? i“ cos?i‘ . 


a -a » — 4 
e ee eee 
Durch Verbindung derſelben mit 00s 21 1 i“ + cos? i“ — 1 erhält man 
18. cos: 1, Zar = 2 az 0 = 8 — 
; 4 — BEE 
— 755 2 


Da nun die Projektion der drei Kanten ds“, ds“, ds““ auf die Diago— 
nale ds gleich ds ift, oder ds = ds“. cos i“ + ds“. cos i“, + ds‘. cosi““, fo 
haben wir mit Benützung der Relationen 11, 13, 15 des vorigen Para- 
graphs 


* F ( — a) (u — P) 

05. ae LE BD 20 ( 7 240 
65 
＋ Zar Vl 


Setzt man hier ds = 0, fo ergibt ſich 
8 (e — ea) (e — P) ( — 4) (% — 8) 
20. o de VRR) e V 200 
(r = 
+ dr VSA 250 


Die geometriſche Bedeutung dieſer Gleichung kann man ſich auf folgende 
Art klar machen. A oder (e, 4, ) iſt ein Punkt auf der gemeinſchaftlichen 
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Tangente der Flächen (2) und (8); wir wollen annehmen, der Punkt B liegt 
auf (8) und AB drehe ſich unendlich wenig um B, und komme dadurch in 
die Lage BC, fo liegen A und C auf der Fläche (A) und zwar iſt AC ein 
Element derjenigen Krümmungslinie von (A), deren Normalen ſich in einer 
geodätiſchen Linie auf (8) ſchneiden. Man nehme auf AB unendlich nahe 
bei A den Punkt A“ oder (e de, w d, „ d) an, fo iſt AA“ 
— ds die Diagonale des Parallelepipeds, von welchem ſoeben die Rede war. 
Nun drückt die Gleichung 19 im allgemeinen eine Relation zwiſchen den 
Variabelen e, u, v aus; für den ſpeziellen Fall, wo dieſe Relation der Fläche 
(0 genügen fol, iſt fie von der Art, daß beim Uebergang von einem Punkt A 
zu einem nächſtliegenden C der genannten Fläche die Diagonale des Parallele— 
pipeds gleich Null iſt, weil die Projektion von 40 auf AB gleich Null iſt, 
da dieſe beiden Linien ſenkrecht auf einander ſtehen. Somit iſt 20. die 
Differenzialgleichung der Fläche, deren Krümmungsmittelpunkte auf (4) und (8) 
liegen. Bezeichnen wir das Integral mit L (, %, „), fo iſt 
. L (e, , „) = const. 

die Gleichung der Fläche, deren Krümmungsmit telpunkte auf 
zwei homofokalen Paraboloiden liegen. 


di E 1 A ds“ 21 ds“ 
Wir haben aber in dem genannten Parallelepiped ds — d 
P 

= r oder 

C08 1 
- 9 - = 
22. ds 2d ; ds 2d -.; 
1 A @. $ e A (u . 
= TEE \ 
ds = 2dv A 


indem wir der Einfachheit wegen ſetzen 
AQd=-VEO+WU+2) RE = u) —B 
A ( = N Zu) (da + u) m — a) (m — B) 


ADEVO+WU+MOE-)0G—H 
Aus 22. ergibt ſich 


k Betreten 

Tan er ee ee ae 

2 25 18 e a 

eee en eee Bu 

ds 0? zw! a 0 52 ds 

eee eee eee 
N ee 


13 * 
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24. de 4 d Eu dy 


A (0 A A@) 

24 20 „2 07 ds 
95, LS de 4 d n 
r 


Dieſe Differenzialgleichungen, welche wir hier durch höchſt einfache geo— 
metriſche Betrachtungen gefunden haben, bilden das Seitenſtück zu den Abe— 
lianiſchen Differenzialgleichungen, welche die Formeln 20, 21 und 22 des §. 25 
darſtellen. 

Aus 23. und 24., welche Gleichungen als diejenigen der gemeinſchaftlichen 
Tangenten von zwei homofokalen Flachen angeſehen werden können, leitet 
man ab 

do 22 NER |, 
u 


d dv 
FEE 
Statt 25. kann man auch ſchreiben 

2 

ä De 

ame 8 
＋ 2 e ds 

Da nun e — (4 + Ne ＋ ag = (e - (e — 6) und 


I ( Vp + 20) (q + 20) (e % (e — 5) iſt, fo folgt daraus 


E Gg 
a 


. — G e ag /e 
A (e) (p ＋ 20) (d + 20) 


ebenſo laſſen ſich die beiden andern Brüche transformiren, wodurch man auf 
19. kommt. 

Die weiteren Betrachtungen über die Gleichung L (e, u, v) — const. find 
ganz analog denjenigen, welche früher über die Fläche angeſtellt wurden, deren 
Krümmungsmittelpunkte auf homofokalen Ellipſoiden und Hyperboloiden liegen. 

Die Gleichung 19 


va ( - ) (e - ) ( — 4 ( — 56) 
vr V FR) (% L 2% + % V c + 
„ — ) ( — 8) 
F 
hat noch eine weitere und ſehr allgemeine Bedeutung. Sie gibt nämlich den 
Werth für das Bogenelement ds jeder beliebigen Kurve im Raum in ellip⸗ 
tiſchen (oder vielleicht zur Unterſcheidung beſſer „paraboloidiſchen“) Coor⸗ 
dinaten an. Durch die Konſtanten p und q ift ein Syſtem von homofokalen 
Paraboloiden gegeben. Zur vollkommenen Beſtimmung der Lage eines Ele— 
ments ds einer Kurve gehören: erſtens die Coordinaten e, m, » Des 
Punkts auf der Kurve und dann die Parameter « und 8 der homofokalen 
Paraboloide (a) und (8), welche dieſes Element, gehörig verlängert, berührt. 
Zwiſchen den genannten Parametern und den Coordinaten e, 4, wird eine 
Relation ſtattfinden, 
26. 4 = ꝙ (e, , ) und 8 = (e, , v) 
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welche von der Natur der Kurve abhängt; fegen wir dieſe Werthe für & und g 
in 19. ein, fo erhalten wir eine Gleichung von der Form ds = F (e, , ») 
von deren Integration die Rektifikation der gegebenen Kurve abhängt. 

Es bieten ſich nun verſchiedene ſpezielle Fälle dar. Die Formel für ds 
wird ſchon um Vieles einfacher, wenn die Kurve auf einem der Paraboloide, 
z. B. auf (e) liegt. Dann erhalten wir zunächſt de = o, und da alle Tan: 
genten der Kurve jedenfalls (e) berühren, fo iſt auch 2 -= a, ſomit haben 
wir für alle Kurven auf (o) die Gleichung: 


es ( — e — Y) ale) 
2% V 5 f e eee 
Will man ſich auf die geodätiſchen Linien beſchränken, welche die Eigen— 
ſchaft haben, daß alle ihre Tangenten eine zweite homofokale Fläche berühren, 
fo iſt / (,,) = = const., alſo 
(% — 0) (u — P) Dar 
„ ds 2d . A 
28. 48 — 24 V4 EICH TAT 290 
Dieſe Gleichung gilt für die geodätiſchen Linien auf (2). Ihre weitere 
Behandlung führt auf elliptiſche Integrale, was man ſogleich ſieht, wenn 
die Zähler und Nenner der Brüche mit 
. N= h und = = 
multiplieiet werden; man erhält dadurch 
6. dm 2a ME DETE 
VP+2u)lg + 2u) (a — 0) (u = 
+24 ee — (e 8) ＋ 72 — 
VS T 250 C 2) = = 
Wollen wir aber das Bogendifferenzial der Krümmungslinie auf (9) 
haben, z. B. derjenigen, welche durch die Relationen g const. const. 
charakteriſirt iſt, fo it nicht blos de = o, ſondern auch da = o und die 
zwei homofokalen Flächen, welche von den Tangenten der Krümmungslinie 
berührt werden, find (0) und () ſelbſt; ſomit ergibt ſich 


4 G U -| er Mer) 
15 . = 20 VGF U 5 nd ) TR EIICHED 


für den Bogen der Krümmungslinie auf dem Paraboloid (e). 


$. 30. Ueber krummlinige Coordinaten und coordinirte Flächen. 


Gegeben ſind drei orthogonale Flächen 
; f(x, v, 2, % = 0 f&yzu)= 0 “(x, y, 2, ) = 0 
welche wir mit (0), (½), (») bezeichnen, und deren Parameter , „% und » 
ſind. Man erhält aus 1. 
2. X * ꝙ (E, . v) V . e, u, v) 2 = ., (e, u, ») } 
A und B find zwei unendlich nahe Punkte im Raum, welche durch die 
Parameter der durch fie gehenden orthogonalen Flächen oder durch krumm— 
linige Coordinaten alſo beſtimmt werden: 


(LA de, u dg, v + d») 


A und B iſt die Diagonale eines unendlich kleinen rechtwinkligen Pa⸗ 
rallelepipeds, deſſen in A zuſammenſtoßende Kanten mit ds‘, ds“, ds“ be— 
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zeichnet werden, ds’ ift die Normale von (e), ds“ und ds“ find die Nor— 
malen von (½) und 6); die Winkel zwiſchen der Diagonale AB = ds und 
den Kanten ds“, ds“, ds““ ſind der Reihe nach gleich i, i“ und i“. 
Man hat zunächſt folgende drei Gleichungen, welche auf einfachen geo— 
metriſchen Betrachtungen beruhen: 
3. ds? = ds“ + ds’? + ds‘? 
4. ds = ds“. cos i + ds“. cos i“ + ds’. cos i“ 


711 di 
8 ds 5 ds 2 ds 
cosi cos i“ cosi“ 
Die Punkte A und B werden durch gewöhnliche rechtwinklige Coordinaten 
alſo beſtimmt: 
e 1R,N,2) 


B = (A dx, y dy, 2 T dz) 
Betrachtet man in 2. Xx, y, 2 und o als die Variabelen und differenziirt, 
ſo erhält man 


4‘ 
6. ge a de ar — de de da e de 


—— — d 2 dy’ 2 do“ 2 
ap: 2 2 Bi 3 — 
7. ds = Vdxꝭ ＋ dy? ＋ dz 4/49) ＋ (ae) #47, 
Die Coſinus der Winkel, welche die Kante ds“ mit den Axen macht, nd 
dx dy dz 
ds’ ds’ ds’ 
und können nach 6. und 7. in krummlinigen Coordinaten ausgedrückt werden. 
Sind in 2. x, y, 2 und die Variabelen, fo ergibt ſich durch Differen— 
ziation 


alſo 


49 49. Er. 
8. ag dr En du rer dw 


b 4e re N 


) 


Werden in 2. endlich x, y, 2 und als veränderlich angeſehen, ſo er— 
hält man analog: 
EU 172 


10. dx A- ay a, dz d 


11. ds“ = Vax?+ dy? + de? = er 


Die Coſinus der Winkel, welche die Kanten ds“ und 12 mit — Ei 
bilden, find 


3 
ds“ ds“ ds“ 
E 


Man erhält ihre Werthe aus 8., 9., 10. und 11. Die Bedingung da: 

für, daß die Fläche orthogonal ſind, iſt in den Gleichungen enthalten: 
ee et dp“ 
"de da de 15 de n 
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dp dp d dq d“ d“ 
I 
dp do, d“ d dp“ dy" „ 
se dv da dv du dv 


Nach 3., 7., 9. und 11. haben wir 


13. ds = de? (e + (1 9 + ( 1), 
+ du? cr) n 
ea 


Hiedurch iſt das Element ds jeder 5850 Re im Raum durch 
krummlinige Coordinaten beſtimmt. Beſchränkt man ſich auf die Curven, 
welche auf einer der orthogonalen Flächen ſelbſt liegen, z. B. auf (0), fo iſt 


de = o und man hat 
14. ds? = du? IE 2) + 035 ) \ 


12 409 616505 


Die Krümmungslinie einer ſolchen Fläche, z. 8. die Durchſchnittslinie 
von (e) und (a) endlich entſpricht dieſer we 


15. ds 4,00 + (29 + 


Wir können aber auch aus 4. einen Nu de Ausdruck für ds ableiten. 
Zu dieſem Zweck ſei Ax+By+z=y die Gleichung einer durch den 
Punkt A gehenden Ebene, Welche normal auf der Diagonale AB iſt. Man 
hat alſo folgende Relationen: 


16. 001 * FOR. . ds 


cos i = — — + — — 


r 1 da 
COS 12.22 + k mt K ds“ 


K ds 

k= VI ＋ A?+ B% Hier ſetzen wir aus 6. — 9. für 355 = 
ihre Werthe, dann wird ſich durch Verbindung dieſer Gleichungen mit Ax + By 
＋ 2 = eine Relation ergeben 

N (e, u, v, cos i, cos i-, cos 1% = k 
in welcher k eine Konſtante ift, welche blos die Konſtanten der Gleichungen 1 
und die Größen A, B, y enthält. Um den Werth von k zu beſtimmen, be⸗ 
trachten wir die Ebene Ax ＋ BJ Z= als feſt, und den Punkt A dar⸗ 
auf als beweglich. Unter allen Lagen von A wählen wir diejenige, wo dieſer 
Punkt zugleich Berührungspunkt der Ebene und einer der orthogonalen Fla⸗ 
chen des Syſtems 1 iſt, deren Parameter wir mit @ bezeichnen; hier iſt i= 0°, 
i“ i, = 90“ alſo eos i = 1, cos i! = cos i“ = Null. Die Gleichung 17 
verwandelt ſich in folgende: 2 

fie) k 
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indem die Parameter und » mit den Größen cos i“, cos i“ verſchwinden 
oder in die Konſtanten der Formeln 1 übergehen, wie wir gleich ſehen wer— 
den. Wir betrachten nun in der Gleichung 
18. f (e, , », cos i, cos i“, cos 1“) = f (a) 
die Parameter 9, , », & als konſtant, und i, i“, i“ als die Variabelen, fo 
ſtellt dieſelbe einen Kegel vor, deſſen Spitze der Punkt A oder (0, U, ») iſt, 
und welcher die zum Syſtem t gehörende orthogonale Fläche (a) umhüllt. 
Die Gleichung dieſes Kegels läßt ſich in gewöhnlichen Coordinaten leicht an— 
geben, wenn man die Normalen der in 4 ſich ſchneidenden orthogonalen 
Flächen (e), (%) und () als Coordinatenaxen annimmt. Ganz ähnlich erhält 
man die Gleichung eines zweiten Kegels, deſſen Spitze ebenfalls in A iſt, 
und welcher eine zweite zum Syſtem 1 gehörende orthogonale Fläche (8) 
umhüllt 
19. f (o/ u, v, cos i, cos i“, cos i“) = f (8) 
18. und 19. beziehen ſich auf den Durchſchnitt beider Kegel, 
oder auf die gemeinſchaftliche Tangente der Flächen (a) und (5). 
Mit Hülfe der Gleichung 
cos? i + cos? i“ + cos? i“ 1 
und der Formeln 18. und 19. können wir die Werthe von cos i, cos i“, 
cos i“ beſtimmen, und erhalten 
20. cos i = (e, , „, 4, 8); cos i! = ,, (, , , a, P); 
cos i“ = “ (e, h, v, aß). 
Die Gleichungen 4, 7, 9, 11 führen nun auf 


21. ds de. , U, v, 4, f (0 + „ (4.0 + ey 


+ d. u, (e, U, v, 4, f) vÃ 7 ++ + 1) 


du 
+ dv. (e, u, , 4, V= 5 +) + ＋ (5 5 


Dieß iſt die Gleichung für das Element einer . 
Kurve im Raum in krummlinigen Coordinaten. Die Lage deſſelben 
iſt beſtimmt: erſtens durch den Punkt (, % ») der Kurve, zweitens durch die 
Parameter « und 5 derjenigen orthogonalen Flächen des Syſtems 1, welche 
die Tangente der Kurve oder die Verlängerung des Elements ds berührt; 
es iſt hiebei aber darauf Rückſicht zu nehmen, daß die Berührungskegel 18 
und 19 im allgemeinen ſich in mehreren Geraden ſchneiden werden, und daß 
ſich mithin durch den Punkt A eben ſo viele gemeinſchaftliche Tangenten an 
die Flächen (4) und (8) legen laſſen. 

Wir können mehrere ſpezielle Fälle unterſcheiden, wo die Gleichung 21 
ſich vereinfacht. Wenn die Kurve auf einer der Flächen (0), (), (5) liegt, z. B. 
auf (e), fo iſt de = o; alſo fällt auf der rechten Seite von 21. der erſte 
Summand weg, die Durchſchnitts- oder Krümmungslinie von zwei ſolchen 
Flächen, z. B. von (e) und (4) iſt charakteriſirt durch die Relation 


a . ve VE (0 + CE) 


Bei der Anwendung der Formel 21 zur Rektifikation von Kurven mit 
krummlinigen Coordinaten darf nicht überſehen werden, daß die Parameter 
a und 8 Funktionen der Coordinaten des Punkts (9, ½ „) auf der Kurve 


er ze 


‘http://rein.org.pl 


find, welche ſich nach der Natur der Kurve richten. Wenn dieſe auf (e) 
liegt, fo iſt ſtatt @ oder 8 @ zu ſetzen; in 22., wo ds die gemeinſchaftliche 
Tangente der Flächen (0) und ( iſt, muß man 4 und 8 durch e und w 
erſetzen. Wenn die Kurve die Eigenſchaft hat, daß ihre Tangenten alle eine 
der Flächen (=) oder (8) berühren, fo find in den Funktionen / die Para: 
meter & oder 8 als konſtant anzunehmen. Man kann auch vorausſetzen, daß 
die Tangenten der geodätiſchen Linien z. B. auf 020 die orthogonale Fläche (4) 
berühren, ſo hat man in 21. 48 und in %%, ,,), (, ,, c, 8) 
4 , 86 = w zu ſetzen. 

Wenn die Flächen (4) und (8) dieſer Vorausſetzung entſprechen, ſo ſchnei⸗ 
den ſich die Kegel 18 und 19, welche fie umhüllen, orthogonal; ihre ſchein— 
baren Umriſſe, von irgend einem Punkt des Raums aus geſehen, ſtehen alſo 
auf einander ſenkrecht. Sie find mithin ($. 15) die beiden Mäntel der Krüm— 
mungsmittelpunktenfläche einer neuen Fläche (A), deren Differenzialgleichung 
ſich aus 21. ergibt, wenn dort ds = o geſetzt wird, und « und 8 als kon— 
ſtant angeſehen werden. 

Es iſt noch nachzuweiſen, wie man von 17. auf die Gleichung 18 kommt. 
Die Fläche (&) iſt beſtimmt durch ihren Parameter & und die Konſtanten der 
Gleichungen 1. Ein Umhüllungskegel derſelben iſt alſo ebenfalls durch dieſe 
Größen beſtimmt, in Verbindung mit den Coordinaten 2, , v ſeiner Spitze. 
17. kann als die Gleichung eines ſolchen Umhüllungskegels angeſehen werden, 
1 hervorgeht, daß der Werth von k blos von den angeführten Größen 
abhängt. 

\ Aus 5. erhält man in Verbindung mit 7., Pe 11. und 20.: 


4 Vie) (4) ＋ (7) 


0 (e, u, , , 8) 
d 2 1 411 2 
eh +G@2) + 
* 00 . (ee U, v, 4. , V, &, . 


Nr. 


‚ (, 4, v, c, 50 
woraus ſich je nach der Natur der Flächen (9), (w), () beſondere Differen- 
3 zwiſchen den Variabelen 6, , „und den Konſtanten & und ß 
ergeben. 


do 
> ) 


„ = | 
on on — bu en — en 
xa yn zu 
Er 
un 2 un — bn + en — un 
E 
yn 18 bu — yn * E 1 


Die Flächen, welche durch dieſe Gleichungen repräſentirt ſind, nennen 
wir coordinirt. Sie ſchneiden die Ayen der X, Y, 2 in Punkten, deren 


Entfernung vom Urſprung gleich iſt e, 9 a — bu, We; n — cn, „ u. ſ. f. 


Dieſe Größen ſind die Halbaxen der Flächen. b und 2 And konſtant. 0, U 
und „ find die Parameter der Flächen, welche wir mit (e), ( und (v) be— 
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zeichnen. Ein Punkt im Raum iſt beftimmt, wenn die Parameter der drei 
durch ihn gehenden coordinirten Flächen gegeben find, 
= const. = const.; 0 = const. „ const. 
ſind die Gleichungen der Durchſchnitte von (e) und (a), von (g) und (). 
Die erſte unter den Gleichungen 24, welche, wie man ſieht, eine Form 
haben, können wir auch ſo ſchreiben: 
n — on (xn + ya + zu+ bu + cn) 
—— on ( ＋ cn) xn + en ya — bu zu — bu cn ) — bu en xu O 
Die drei Wurzeln find en, wu, in und man hat 
25. en ＋ n ＋ n = X ＋ yu ＋ Zu ＋ bu ＋ en 
26. Cn ½ + on „n + n m — (bu + cn) xu + en yn + be zu + ba on 
n 
Hieraus findet man ferner 


28. 5 — bu. 95 — en Va — he — bn ee — vn 


29. . Veo . 

Aus 25. leitet man ab: 

Bewegt ſich ein Punkt im Raum auf der Fläche xn + yn+ zn 
= const., fo tft die Summe der nten Potenzen der Parameter von 
den durch ihn gehenden coordinirten Flächen konſtant. 

Aus 27. folgt: 

Wenn ſich ein Punkt in einer Ebene ſenkrecht zur XAxe be— 
wegt, ſo iſt das Produkt der Parameter von den drei durch ihn 
gehenden coordinirten Flachen konſtant. Bewegt er ſich auf 
dem Durchſchnitt der Ebene mit einer der Flächen, ſo iſt das 
Produkt der beiden andern Parameter konſtant. Bewegt er ſich 
endlich auf dem Durchſchnitt zweier Flächen, fo iſt das Ver⸗ 
hältniß ſeines Abſtands von einer Hauptebene zu der auf ihr 
ſenkrechten Axe der dritten Fläche konſtant. 

Aehnliche Schlüſſe könnte man aus 28. und 29. ziehen. 

AB Cb iſt ein Viereck auf (9), welches durch die Durchſchnitte mit den 
coordinirten Flächen (%% und (, (0) und 0 gebildet wird. Die Abseiffen 
der Ecken bezeichnen wir mit xa, xy, xe, Xa, ſo iſt nach 27. 


822 N . v e. 
CC 
30. Ras „ io. 
ebenfo 
Ya. Ye = Yb. Ya Za. Ze Z. Zd 


Die Abſtände der Ecken eines von zwei Paaren coordinirter 
Flächen auf einer fünften Fläche gebildeten Vierecks von einer 
en: find proportionirt. 

Nach 25. hat man den Satz: 

Die Summe der nten Potenzen der Abseiſſen iſt bei zwei 
Gegenecken eines ſolchen Vierecks ſo groß als bei den andern 
Gegenecken. 

Durch Elimination ergibt ſich aus 24. für die Projektionen des Durch— 
ſchnitts der Flächen (2) und (4) 
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xu * 


3. —— — ä — 21 
an mm Tem mh) 
en ca — hun 
xn zu 
— „TTT... 
em E ee 
bu ca — bn 


e yn E 7 zu u 
b. (e. — be) dn be) len er) len — um) 

Aehnliche Gleichungen erhält man für die beiden andern Durchſchnitts— 
linien, der Flächen; dieſelben ſind im allgemeinen keine Krümmungslinien, da 
ſich die Flächen nicht orthogonal ſchneiden. Um ſich hievon zu überzeugen, 
entwickle man die erſte unter den Gleichungen 12, welche auch ſo geſchrieben 
werden kann: 


dx dx, 4 4 . 4 4 
de de de du de du 
Der Ausdruck links enthält, wenn man 27., 28. und 29 nach e und w 
differenziirt, den gemeinſchaftlichen Faktor 
2 n — 2 
v? (en — bu) n (en — bu) (on 7 en) (un — bu) (en — un) m 
+ en — 2 un — 2 c (bu — 7 — on — 2 un — 2 b?(en — v0 j 
welcher gleich Null fein muß; für einen beliebigen Werth von n findet dieß 
nun nicht ſtatt, für n = 2 aber reducirt ſich der Faktor auf 
52 (e — bz) + (be — 7) 0 — (02 — 2) b 0 
Wenn ſich der Punkt (2, ½, ») mehr und mehr dem Mittelpunkt nähert, 


fo werden die Halbaxen V gu — en, Van — ba und „ gleich Null, alſo e Se, 
u = b; dadurch verwandeln ſich die Flächen (e), (%), (5) in folgende Linien: 


Ban N 


ET 
bu en 

Für en = 2 erhält man die Fokalkurven. i 

Ein zweites Syſtem von coordinirten Flächen enthalten die Gleichungen: 


ty ＋ 20 = gn; K 

33. Xn ＋E yu ＋ z BE N ae 0 
FCC 
yn bu — ya ne ae, 


Hieraus findet man 
box = ohe; b Wen be. y = 0 Van — bn V ba — vn 
n 


cVen — bu. 2 0 Wen — un Ven — vn 
Es knüpfen ſich hier ähnliche Betrachtungen an, wie bei den Formeln 24. 
Ein drittes Syſtem von coordinirten Flächen endlich wird dargeſtellt 
durch 


34. 


Ven 22 


5 Te Te 
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8 — te 
2p + dun 2 + 4 

. — et — Xn + yn 
2p + dm 2d + 4yn 3 


n iſt eine ungerade Zahl. Die Entfernungen des Urſprungs vom Durch: 
ſchnittspunkt der Flächen mit der Axe der x oder Hauptaxe find e, % und „; 
dieſe Größen find die Parameter der Flächen, die wir ebenfalls mit (e), (4), 
() bezeichnen. Durch Entwicklung nach Potenzen von E erhält man 


(ET rn HH The 


q xu N 
En. vo 1 o 


Hieraus, indem die Wurzeln wieder en, un, un genannt werden 


n n F n 
35. % ＋ 2 2 * 
„ a ee 
36. autom e = H (F 2) 1 4 
pq 9 U 


7 e Be ei | 
3 . 04V X 8 Y 8 zZ 
und ferner 


1 
EL 
1 4— 


dr —— (4 + 2em) (q + 2% (q + 20 


Bewegt ſich ein Punkt in einer Ebene ſenkrecht zur Haupt: 
axe, fo iſt die Summe der nten Potenzen der Parameter von den 
durch ihn beſtimmten coordinirten Flächen konſtant. (35). Be— 
wegt er ſich auf dem Durchſchnitt zweier Flächen, ſo iſt die 
Summe der nten Potenzen des Parameters der dritten Fläche und 
feiner Entfernung von der Hauptebene konſtant. (35). 

In dem Viereck ABCD, welches auf (e) die Durchſchnitte mit den coor— 
dinirten Flächen (u) und (4, 0) und (% bilden, iſt nach 35. 

Xx A. XC = N ＋ XA 

In einem Viereck, welches auf einer Fläche von den Durch— 
ſchnitten mit zwei Paaren coordinirter Flächen gebildet wird, 
find die Summen der nien Potenzen der Abſtände je zweier Ge: 
genecken von der Hauptebene einander gleich. 

Nach 38. und 39. iſt 

40. Ya. Je = Yb. Ya Za . Ze = Zu. Zd 

Die Entfernungen der Gegenecken eines ſolchen Vierecks 
von einer der zwei andern Coordinatenebenen bilden eine Pro— 
portion. 


(pP + 2er) (p + 2h (p + 2m) 
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Anhang. 


Sätze über den Kegel zweiten Grades. 


Cycliſche Ebenen ſind zwei durch die Spitze des Kegels parallel mit ſeinen Kreisſchnitten 
gelegte Ebenen. Zieht man durch die Spitze des Kegels Gerade, ſenkrecht auf die Berührungs⸗ 
ebenen, fo bilden dieſe die Erzeugenden des Ergänzungskegels. Wenn man einen Kegel durch 
eine beliebige Ebene ſchneidet und den Mittelpunkt der Durchſchnittskurve mit der Spitze ver⸗ 
bindet, ſo ſind dieſe Verbindungslinie und zwei durch die Spitze mit irgend zwei konjugirten 
Durchmeſſern des Kegelſchnitts parallel gezogene Gerade drei konjugirte Durchmeſſer des Kegels. 
e Durchmeſſer, welche in einer eycliſchen Ebene liegen, find alſo immer recht⸗ 
winklig. 


1. Jede auf einer Fokallinie ſenkrechte Ebene ſchneidet den Kegel in 
einem Kegelſchnitt, deſſen Brennpunkt der Durchſchnitt iſt. Zwei konjugirte 
Ebenen, welche durch eine Fokallinie gehen, ſind alſo immer ſenkrecht auf 
einander. (S. 89.) 

2. Die Fokallinien ſtehen ſenkrecht auf den Kreisſchnitten des Ergän— 
zungskegels. (S. 89.) 

3. Jede Berührungsebene eines Kegels ſchneidet die cyeliſchen Ebenen 
in zwei Geraden, welche mit der Berührungsebene gleiche Winkel machen. 
Da die Erzeugenden (Tangentialebenen) des Ergänzungskegels auf den Tan⸗ 
gentialebenen (Erzeugenden) des gegebenen Kegels ſenkrecht ſtehen, ſo ſchließt 
man hieraus: 

Die durch die Fokallinien und eine Erzeugende gelegten Ebenen 
bilden gleiche Winkel mit der Ebene, welche den Kegel längs der Erzeugen— 
den berührt. 

5. Jede durch zwei Erzeugende gehende Ebene ſchneidet die cyelifchen 
Ebenen in zwei Geraden, welche mit dieſen Erzeugenden gleiche Winkel 
machen. Hieraus findet man mit Hülfe des Ergänzungskegels: 

6. Die Ebenen, welche durch zwei Fokallinien und den Durchſchnitt 
von zwei Tangentialebenen gehen, machen mit letzteren gleiche Winkel. 

.Die Summe oder Differenz der Winkel, welche eine Tangentialebene 
(Erzeugende) mit den beiden cyeliſchen Ebenen (Fokallinien) macht, iſt konſtant. 

8. Jede Tangentialebene ſchneidet die cyelifhen Ebenen nach zwei Ge⸗ 
raden, ſo daß das Produkt der Tangenten der halben Winkel, die ſie mit 
dem Durchſchnitt dieſer cyeliſchen Ebenen machen, konſtant iſt. Hieraus folgt 
durch Uebertragung auf den Ergänzungskegel: 
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9. Die durch eine Erzeugende und die Fofallinien gelegten Ebenen 
haben die Eigenſchaft, daß das Produkt der Tangenten der halben Winkel, 
welche ſie mit der Ebene der Fokallinien machen, konſtant iſt. 

10. Das Produkt der Sinus der Winkel, welche eine Erzeugende 
(Tangentialebene) mit den cyeliſchen Ebenen (Fokallinien) macht, iſt konſtant. 

Der Beweis vorſtehender Sätze wird erleichtert durch folgende Betrachtungen: 

Zwei Kreisſchnitte eines Kegels, welche nicht parallel ſind (antiparallele Kreiſe), liegen 
auf einer Kugel. Zieht man durch die Spitze 0 des Kegels eine Erzeugende, welche die Kreiſe 
in M und em ſchneidet, jo iſt das Produkt 0 M. Om konſtant. Für eine unendlich nahe Erzeu— 
gende iſt alſo 0M“. Om! = OM. Om, mithin find die Dreiecke OMM’ und O mem ähnlich, 
und folglich die Winkel OMM’ und O mem gleich (Seite 90). 

11. Die Fußpunkte der von einem Punkt der Fokale auf die Tangen— 
tialebenen gefällten Perpendikel bilden einen Kreis, deſſen Ebene ſenkrecht 
auf der zweiten Fokallinie iſt. Die orthogonalen Projektionen der Fokallinien 
auf den Tangentialebenen bilden alſo einen Kegel zweiten Grades, deſſen 
cyeliſche Ebenen ſenkrecht auf den Fokallinien des erſteren find. 

12. Die Perpendikel, welche von einem Punkt des Raums auf die 
Tangentialebenen eines Kegels gefällt werden, ſind die Erzeugenden eines 
Kegels, der dem Ergänzungskegel kongruent iſt. Die Fokallinien und eyeli— 
ſchen Ebenen beider ſind parallel. 

13. Ein rechter Winkel bewegt ſich ſo, daß der eine Schenkel eine 
Erzeugende des Kegels iſt, und der andere in einer eyeliſchen Ebene liegt. 
Die Ebene dieſes Winkels umhüllt einen Kegel zweiten Grades, deſſen Fokal— 
linien ſenkrecht auf den cyeliſchen Ebenen des erſteren ſind. 

14. Wenn man um zwei feſte, ſich ſchneidende Gerade zwei zu einander 
rechtwinklige Ebenen ſich drehen läßt, ſo beſchreibt ihre Schnittlinie einen 
Kegel vom zweiten Grade, deſſen cyeliſche Ebenen ſenkrecht auf den feſten Ge— 
raden ſind. Die Entfernungen irgend eines Punkts auf der Oberfläche des 
Kegels von zwei neuen Geraden, die in der Ebene der erſteren liegen, und 
mit dieſen vier harmoniſche Strahlen bilden, find unter ſich in konſtantem 
Verhältniß. 

Hieraus ſchließt man mit Hülfe des Ergänzungskegels: 

15. Es ſind zwei feſte Ebenen gegeben; ein Punkt ihres Durchſchnitts 
iſt die Spitze eines rechten Winkels, deſſen Schenkel ſich in den feſten Ebenen 
bewegen. Die Ebene dieſes Winkels umhüllt einen Kegel vom zweiten Grade, 
deſſen Fokallinien ſenkrecht auf den feſten Ebenen ſtehen. Wenn man durch 
die Schnittlinie der letzteren zwei andere Ebenen legt, welche mit ihnen einen 
harmoniſchen Ebenenbüſchel bilden, ſo ſind die Sinus der Winkel zwiſchen 
der Ebene des beweglichen rechten Winkels und den zwei neuen Ebenen unter 
ſich in konſtantem Verhältniß. 8 

16. Die Polare einer eyeliſchen Ebene enthält die Mittelpunkte der 
* ihr parallelen Kreisſchnitte. Folgt aus 1. mit Hülfe des Ergänzungs— 
egels. 

n Die Polarebene einer Fokallinie ſoll Direktionsebene des Kegels heißen, wie die Polare 
des Brennpunkts eines Kegelſchnitts Direktrice genannt wird. 

17. Das Verhältniß der Sinus der Winkel, welche eine Tangential— 
ebene (Erzeugende) mit einer cyeliſchen Ebene und ihrer Polare (mit einer 
Fokallinie und ihrer Direktionsebene) bildet, iſt konſtant. 

18. Die Tangentialebene und diejenige Ebene, welche durch die Be— 
rührungslinie und die Polare einer eyeliſchen Ebene geht, ſchneiden dieſe 
cyeliſche Ebene in zwei rechtwinkligen Geraden. 
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Durch den Ergänzungskegel folgert man hieraus: 

19. Zwei durch eine Fokallinie gehende Ebenen, wovon die erſte noch 
durch eine Erzeugende geht, und die zweite durch die Durchſchnittslinie der 
Ebene, welche den Kegel nach dieſer Erzeugenden berührt, mit der Direktions— 
ebene, ſtehen auf einander ſenkrecht. 

20. Zwei Tangentialebenen eines Kegels und die Ebene der beiden 
Berührungslinien ſchneiden eine eveliſche Ebene nach drei Geraden, wovon 
die dritte den Winkel der beiden erſten halbirt. Dieſer Satz und viele ähn— 
liche laͤſſen ſich direkt aus den Eigenſchaften der Tangenten und Sehnen des 
Kreiſes auf den Kegel übertragen. Durch den Ergänzungskegel ſchließt man 
weiter: 

21. Drei durch eine Fokale gehende Ebenen, wovon die zwei erſten 
durch zwei Erzeugende gehen, und die dritte durch den Durchſchnitt der Ebe— 
nen, welche den Kegel längs dieſer Erzeugenden berühren, ſchneiden eine 
cyeliſche Ebene in drei Geraden, wovon die dritte den Winkel der beiden erſten 
halbirt. 

22. Das Verhältniß der Entfernungen von einer Fokale und der Di— 
rektionsebene iſt für alle Punkte des Kegels konſtant. 

Eine Kugel, welche mit einem Kegel zweiten Grades concentrifch iſt, ſchneidet denſelben 
in einem ſphäriſchen Kegelſchnitt. Die Fokallinien treffen die Kugel in den Brennpunkten des 
Kegelſchnitts; die cyeliſchen Ebenen in den cycliſchen Bögen und die Direktionsebenen in den 
Direktionsaxen des Kegelſchnitts. 

Die angegebenen Eigenſchaften der Kegel laſſen ſich nun ohne alle Mühe auf die ſphä— 
riſchen Kegelſchnitte übertragen, wovon hier einige Beiſpiele folgen: 

23. Die von einem Punkt des Umfangs eines ſphäriſchen Kegelſchnitts 
nach den Brennpunkten gezogenen Bögen größter Kreiſe bilden mit der Tan— 
gente des Kegelſchnitts gleiche Winkel (4). 

24. Die Summe oder Differenz der in 23. genannten Bögen größter 
Kreiſe iſt konſtant (7). 

25. Jeder Bogen eines größten Kreiſes, welcher einen ſphäriſchen Kegel— 
ſchnitt berührt, ſchneidet die cyeliſchen Bögen in zwei Punkten, die gleichweit 
entfernt find vom Berührungspunkt (3). Analogie zwiſchen den cpeliſchen 
Bögen und den Aſymtoten der Hyperbel. 

26. Das ſphäriſche Dreieck, welches gebildet wird durch zwei eyeliſche 
Bögen und durch den Bogen eines größten Kreiſes, der den Kegelſchnitt in 
irgend einem Punkt berührt, hat einen konſtanten Inhalt (aus 7., weil die 
Summe der Winkel in dem genannten ſphäriſchen Dreieck konſtant iſt). 

27. Wenn auf einer Kugel zwei feſte Punkte liegen, und um dieſelben 
zwei Bögen größter Kreiſe ſich ſo drehen, daß ſie ſich rechtwinklig ſchneiden, 
ſo beſchreibt ihr Durchſchnittspunkt einen ſphäriſchen Kegelſchnitt (14). 

28. Wenn auf einer Kugel zwei feſte Bögen größter Kreiſe gegeben 
ſind, und man läßt auf ihnen die Endpunkte eines größten Kreiſes gleich 
einem Quadranten ſich bewegen, ſo wird dieſer einen ſphäriſchen Kegelſchnitt 
umhüllen (15). 

Theilt man die von einem Punkt in der Ebene eines Kreiſes nach demſelben gezogenen 
Radienvektoren nach einem konſtanten Verhältniß, ſo liegen die Theilpunkte auch auf einem 
Kreis. Hieraus folgt: 

29. Zieht man durch die Spitze eines Drehungskegels eine Gerade, 
und halbirt die Winkel, welche ſie mit den Erzeugenden bildet, ſo liegen die 
Halbirungslinien auf einem Kegel, von welchem ein Syſtem der Kreisſchnitte 
parallel den Kreiſen des Drehungskegels iſt. 
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30. Wenn man durch einen Punkt auf einer Kugel Bögen größter 
Kreiſe nach einem beliebigen Kugelkreis zieht, ſo liegen die Halbirungspunkte 
derſelben auf einem ſphäriſchen Kegelſchnitt. 

31. Ein ſphäriſcher Kegelſchnitt projicirt ſich auf einer cyeliſchen Ebene 
als Kreis, wenn die Projektionsſtrahlen parallel dem durch den Mittelpunkt 
des Kegelſchnitts gehenden Kugelhalbmeſſer gezogen werden. 

32. Wenn ein durch vier Bögen größter Kreiſe gebildetes Viereck einem 
ſphäriſchen Kegelſchnitt eingeſchrieben iſt, ſo ſteht das Produkt der Sinus 
der Abſtände eines Punkts der Kurve von zwei Gegenſeiten des Vierecks 
zu dem Produkt der Sinus der Abſtände deſſelben Punkts von den beiden 
andern Gegenſeiten in einem konſtanten Verhältniß. Dieſes Verhältniß iſt 
gleich dem Produkt der Sinus der Winkel, welche ein cyeliſcher Bogen der 
Kurve mit den zwei erſten Seiten des Vierecks macht, dividirt durch das 
Produkt der Sinus der Winkel, welche der nämliche eyeliſche Bogen mit den 
zwei andern Seiten macht. 

33. Die Produkte der Sinus der Winkel, welche die beiden eyeliſchen 
Bögen mit den Gegenſeiten des Vierecks bilden, find unter ſich wie die Pro— 
dukte der Sinus der Winkel, welche dieſe cyeliſchen Bögen mit den zwei 
andern Gegenſeiten machen. 

34. Wenn ein durch vier Bögen größter Kreiſe gebildetes Vierſeit einem 
ſphäriſchen Kegelſchnitt umſchrieben wird, ſo hat jeder Bogen eines größten 
Kreiſes, welcher dieſe Kurve berührt, die Eigenſchaft, daß das Produkt der 
Sinus ſeiner Abſtände von zwei Gegenecken des Vierſeits zu dem Produkt 
der Sinus der Abſtände von den beiden andern Gegenecken in einem kon— 
ſtanten Verhältniß ſteht. Dieſes Verhältniß iſt gleich dem Produkt der Sinus 
der Abſtände eines Brennpunkts der Kurve von den beiden erſten Ecken des 
Vierſeits dividirt durch das Produkt der Abſtände dieſes Brennpunkts von 
den beiden andern Ecken. 

35. Die Produkte der Sinus von den Bögen größter Kreiſe, welche 
von beiden Brennpunkten nach zwei Gegenecken gehen, verhalten ſich zu ein— 
ander, wie die Produkte der Sinus der Bögen größter Kreiſe, welche von 
den Brennpunkten nach zwei andern Gegenecken gehen. 

Ueber eine andere Art von Kegelſchnitten, welche durch eine Kugel gebildet werden, deren 
Umfang durch die Spitze des Kegels geht, ſiehe = Abhandlung des Verfaſſers über drei geo— 
metriſche Transformationen (Grunerts Archiv 3 

36. Wenn man einem Drehungslegel zwei Kugeln einbeſchreibt, und 
denſelben durch eine Ebene ſchneidet, welche beide Kugeln tangirt, ſo ſind 
die Berührungspunkte die Brennpunkte des durch die Ebene hervorgebrachten 
Kegelſchnitts. 

37. Ein Kegel wird durch eine beliebige Ebene geſchnitten. Die Summe 
der beiden von der Spitze nach den Endpunkten eines Durchmeſſers gezoge— 
nen Geraden iſt konſtant. 

38. Ein Kegel wird durch eine beliebige Ebene geſchnitten. Die 
Differenz der von der Spitze des Kegels und von einem Brennpunkt des 
Kegelſchnitts nach einem beliebigen Punkt des Umfangs gezogenen Geraden 
iſt konſtant. 


Sätze über die Hyperboloide. 


39. Ein einmantliges oder zweimantliges Hyperboloid und ſein aſym⸗ 
totiſcher Kegel haben dieſelben Be: von konjugirten Durchmeſſern; mithin 
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find je zwei durch die Fokallinien dieſes Kegels gehende konjugirte Ebenen 
des Hyperboloids ſenkrecht auf einander. 

40. Die Erzeugenden der beiden Drehungseylinder, welche ein einmant— 
liges Hyperboloid berühren, ſind parallel den Fokallinien des aſymtotiſchen 
Kegels. 

5 41. Bei jedem einmantligen Hyperboloid iſt konſtant: 1) Das Ver⸗ 
hältniß der Sinus der Winkel, welche eine Erzeugende mit der Fofallinie 
des aſymtotiſchen Kegels und der derſelben konjugirten Diametralebene macht. 
2) Die Summe oder Differenz der Winkel, welche eine Erzeugende mit den 
beiden Fokallinien bildet (7). 3) Das Produkt der Sinus der Winkel, welche 
eine Erzeugende mit den Ebenen der Kreisſchnitte macht, die zugleich Kreis— 
ſchnitte des aſymtotiſchen Kegels find (10). 

42. Eine Gerade, welche einen Cylinder zweiten Grades berührt und 
ſich zugleich auf zwei andere, nicht in einer Ebene liegende Tangenten dieſes 
Cylinders ſtützt, erzeugt ein einmantliges Hyperboloid. 


43. Wenn man um zwei feſte Gerade, welche ſich nicht ſchneiden, zwei 
ſich rechtwinklig ſchneidende Ebenen dreht, ſo erzeugt ihr Durchſchnitt ein 
einmantliges Hyperboloid, deſſen Kreisſchnitte ſenkrecht auf den feſten Ge— 
raden ſind (14). Man kann auf unendlich viele Arten zwei andere Gerade 
im Raum ziehen, ſo daß die Entfernungen irgend eines Punkts des Hyper— 
boloids von dieſen zwei Geraden unter ſich in einem konſtanten Verhält— 
niß ſind. 

Auf einer beliebigen Ebene, welche ein einmantliges Hyperboloid ſchneidet, nehme man 
einen Punkt und ziehe durch denſelben Gerade, welche je zwei Erzeugende ſchneiden. Zwei 
ſolche Erzeugende ſollen konjugirt heißen in Beziehung auf den Punkt und die Ebene. Auf 
ſolche Art laſſen ſich alſo die Erzeugenden von jedem Punkt aus in irgend einer durch ihn ge— 
legten Ebene in zwei Syſteme theilen, die man gleichfalls Fonjugirt nennen kann. Die Sätze 
44 — 48 gelten nur für ſolche Erzeugende, wovon keine die andere ſchneidet. 

44. Wenn man alle Erzeugenden paarweiſe als konjugirt betrachtet, 
und zieht eine beliebige Ebene, ſo haben die Verbindungslinien der Schnitt— 
punkte von je einem Paar konjugirter Erzeugenden einen gemeinſamen Con— 
vergenzpunft. Umgekehrt, zieht man durch irgend einen Punkt Gerade, wo: 
un jede zwei konjugirte Erzeugende trifft, fo liegen dieſe Geraden in einer 
Ebene. 

45. Die Geraden, welche auf je zwei konjugirten Erzeugenden ſenkrecht 
ſtehen, gehen durch eine feſte Axe und treffen ſie ſenkrecht. Die Abſtände 
zweier konjugirten Erzeugenden von dieſer Axe verhalten ſich zu einander, 
wie die trigonometriſchen Tangenten der Winkel, welche je zwei Gerade mit 
der Axe machen. 

46. Wenn irgend ein Cylinder einem Hyperboloid umſchrieben iſt, fo 
gehen je zwei parallele Tangentialebenen des Cylinders durch zwei konjugirte 
Erzeugende. 5 

Nachdem die Erzeugenden paarweiſe abgetheilt find, fo entſpricht jeder Ebene ein Punkt, 
in welchem die Verbindungslinien der Schnittpunkte je von einem Paar konjugirter Ebenen 
konvergiren und jedem Punkt eine Ebene, in welcher ſich die Geraden befinden, die man von 
dem Punkt aus ſo ziehen kann, daß ſie je zwei konjugirte Erzeugende treffen. Ein ſolcher 
Punkt und ſeine Ebene heißen Pol und Polare. 

47. Wenn mehrere Ebenen durch einen Punkt gehen, ſo liegen ihre 
Pole auf der Polarebene dieſes Punkts. Wenn mehrere Punkte in einer 
Ebene liegen, ſo gehen ihre Polarebenen durch den Pol dieſer Ebene. 

Böklen, Geometrie. * Sc 
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48. Wenn mehrere Ebenen durch eine Gerade L geben, fo liegen ihre 
Pole auf einer zweiten Geraden L’; die Pole der durch L“ gehenden Ebenen 
liegen auf L. Dieſe zwei Gerade haben dieſelben Eigenſchaften, wie zwei 
konjugirte Erzeugende. Wenn man irgend eine Ebene zieht, ſo geht die 
Verbindungslinie der Schnittpunkte von L und L' durch den Pol der Ebene. 
Die Gerade, welche auf L und L‘ ſenkrecht ſteht, ſchneidet die in 45. genannte 
Axe ſenkrecht. Die Entfernungen der Axe von L und L“ verhalten ſich zu 
einander wie die trigonometriſchen Tangenten der Winkel, welche die Axe mit 
L und L“ macht. 

Alle Erzeugenden eines einmantligen Hyperboloids, welche ſich nicht ſchneiden, bilden nach 
der gewöhnlichen und für die Sätze 49 und 50 geltenden Auffaſſung ein Syſtem. Eine Er- 
zeugende des einen Syſtems ſchneidet alle andern Erzeugenden des andern Syſtems. 

49. Zwei Erzeugende des einen Syſtems werden von allen Erzeugen— 
den des andern Syſtems in den Punkten aa“, bb‘, cc“. . geſchnitten. Wenn 
man nun dieſe zwei Erzeugenden in eine ſolche Lage bringt, daß zwei ent— 
ſprechende Punkte, z. B. a und a“ zuſammenfallen, ſo haben die Verbindungs— 
linien von je zwei der übrigen Punktenpaare, z. B. von b und b“, von e 
und c“. . . einen gemeinſamen Schnittpunkt. 

50. Es find zwei Erzeugende A und A’ auf einem einmantligen Hyper— 
boloid gegeben, welche demſelben Syſtem angehören. Man lege durch A 
ſowohl als auch durch A“ und alle Erzeugenden des andern Syſtems Ebenen, 
und bringe A und A“ mit dieſen Ebenen, und ohne daß ſie ihre gegenſeitige 
Lage ändern, in eine ſolche Stellung, daß zwei entſprechende (durch eine 
Erzeugende des andern Syſtems gelegte) Ebenen zuſammenfallen, ſo liegen 
die Durchſchnittslinien von je zwei der übrigen entſprechenden Ebenenpaare 
in einer durch den Schnittpunkt von A und 4“ gehenden Ebene. 

51. Jede Tangentialebene eines zweimantligen Hyperboloids ſchneidet 
von dem aſymtotiſchen Kegel ein Stück von konſtantem Inhalt ab; der Berüh— 
rungspunkt iſt der Mittelpunkt der Schnittkurve. 

52. Wenn zwei Kugeln einem Drehungshyperboloid einbeſchrieben ſind, 
und daſſelbe durch eine Ebene geſchnitten wird, welche die Kugeln berührt, 
ſo ſind die Berührungspunkte die Brennpunkte der Schnittkurve. 


Sätze über das Ellipſoid. 


Wenn man alle Coordinaten einer Fläche (oder Kurve), welche einer Axe parallel ſind, 
nach einem konſtanten Verhältniß theilt, ſo liegen die Theilpunkte auf der transformirten Fläche 
(oder Kurve), deren Gleichung denſelben Grad hat. Einer Geraden, Ebene, Linie oder Fläche 
zweiten Grades entſpricht alſo wieder eine Gerade, Ebene, Linie oder Fläche zweiten Grades. 
Schneiden oder berühren ſich zwei Gerade, Flächen, ſo ſchneiden oder berühren ſich auch ihre 
Transformirten. Durch dieſe 1 laſſen ſich viele Eigenſchaften der Drehungsflächen 
zweiten Grades auf die anderen Flächen übertragen; insbeſondere diejenigen der Kugel auf das 
Ellipſoid (Gugler's descriptive Geometrie). Die meiſten der hier angeführten Sätze gelten 
auch für die Hyperboloide, 

53. Das aus drei konjugirten Semidiametern des Ellipſoids konſtruirte 
Parallelepiped hat einen konſtanten Inhalt. 

54. Das Quadrat des vom Endpunkt eines Durchmeſſers auf die Ebene 
der beiden andern gefällten Perpendikels iſt gleich der Quadratſumme der von 
den Endpunkten der Axen auf dieſelbe Ebene gefällten Perpendikel. 


55. Die Quadratſumme von drei konjugirten Diametern iſt konſtant. 
56. Zwei ebene Schnittkurven eines Ellipſoids liegen auf zwei Kegeln, 
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deren Spitzen in gerader Linie liegen mit den Spitzen der beiden weiteren 
Kegel, welche das Ellipſoid in den genannten Schnittlinien berühren. 

57. Alle diejenigen Ellipſen eines Ellipſoids, deren Ebenen durch einen 
Punkt gehen, liegen paarweiſe auf zwei Kegeln, deren Spitzen in der Polar— 
ebene dieſes Punkts liegen. 

58. Wenn die Ebenen von mehreren Ellipſen auf einem Ellipſoid durch 
eine von zwei konjugirten Polaren gehen, fo liegen dieſe Ellipſen paarweiſe 
auf Kegeln, deren Spitzen ſich auf der andern Polaren befinden. 

59. Drei Ellipſen (oder Kreiſe) eines Ellipſoids liegen im Ganzen auf 
ſechs Kegeln, von deren Spitzen viermal drei in gerader Linie liegen. 

60. Die Ebene, welche durch die Endpunkte von drei konjugirten Se— 
midiametern eines Ellipſoids geht, ſchneidet daſſelbe in einer Ellipſe, auf 
deren Umfang man unendlich viele Syſteme von drei Punkten wählen kann, 
welche gleichfalls die Endpunkte von drei konjugirten Semidiametern ſind. 

Die Endpunkte von drei konjugirten Semidiametern ſollen konjugirte 
Punkte heißen. 

61. Der Mittelpunkt der Ellipſe, auf welcher drei konjugirte Punkte 
liegen, iſt der Schwerpunkt des durch die Punkte gebildeten Dreiecks. Der 
Inhalt dieſes Dreiecks iſt konſtant für einen und denſelben Schnitt des 
Ellipſoids. 

62. Wenn auf einem ebenen Schnitt eines Ellipſoids zwei Syſteme von 
konjugirten Punkten gegeben ſind, ſo iſt das von einem Punkt des erſten 
Syſtems und zwei Punkten des andern gebildete Dreieck ſo groß als das von 
den drei andern Punkten gebildete Dreieck. 

63. Die Quadratſumme der vier Seitenflächen eines von drei konju— 
girten Semidiametern gebildeten Tetraeders iſt konſtant. 

64. Die Quadratſumme der Projektionen von den drei Seitenflächen 
des von drei konjugirten Semidiametern gebildeten Tetraeders auf eine feſte 
Ebene iſt konſtant. 

65. Man ziehe von jedem der drei Paare von Brennpunkten eines 
Ellipſoids nach drei konjugirten Punkten Radien, multiplicire je zwei dieſer 
Radien, welche von einem Paar Brennpunkte nach einem der konjugirten 
Punkte gezogen ſind, ſo ergeben ſich neun Produkte. Die Quadratſumme 
von je ſechs derſelben, die ſich auf irgend zwei Paar Brennpunkte beziehen, 
vermindert um die doppelte Quadratſumme der übrigen drei vom dritten Paar 
Brennpunkte iſt konſtant. 

66. Die Quadratſumme der achtzehn Radien, welche von den Brenn— 
punkten oder Endpunkten der Axen nach je drei konjugirten Punkten ſich ziehen 
laſſen, iſt konſtant. 

67. Die Quadratſumme der Normalen oder Subnormalen von je drei 
konjugirten Punkten iſt konſtant. 

Die Summe der ſechs Hauptkrümmungshalbmeſſer, welche je drei 
konjugirten Punkten entſprechen, iſt konſtant und gleich abe + 11 4 

69. Die Quadratſumme der reciproken Werthe von drei auf einander 
ſenkrechten Durchmeſſern eines Ellipſoids (Hyperboloids) iſt konſtant. 

70. Die Quadratſumme der reciproken Werthe der Inhalte von drei 
auf einander ſenkrechten Diametralſchnitten eines Ellipſoids (Hyperboloids) 
iſt konſtant. Beim geraden Cylinder kann man für die drei ſchneidenden 
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Ebenen irgend drei auf einander fenfrecht ſtehende nehmen. Die konſtante 
Summe iſt alsdann dem Quadrat des reeiproken Werths der Fläche der 
Baſis gleich. 

71. Der geometriſche Ort für körperliche Ecken, welche von drei zu 
einander ſenkrechten Tangentialebenen eines Ellipſoids (Hyperboloids) gebildet 
werden, iſt eine Kugel; das Quadrat ihres Halbmeſſers iſt gleich der Qua— 
dratſumme der Halbaxen. 

72. Die ebenen Schnitte eines Ellipſoids (zweimantligen Hyperboloids) 
projieiren ſich von einem Ende eines Durchmeſſers aus auf der Tangential— 
ebene des andern Endpunkts dieſes Durchmeſſers in ähnlichen und ähnlich 
liegenden Ellipſen, deren Axen parallel ſind mit den Axen derjenigen Ellipſen, 
in welchen die Fläche von den der Tangentialebene parallelen Ebenen ge— 
ſchnitten wird. 

73. Alle ebenen Kurven eines Ellipſoids projiciren ſich von einem 
Nabelpunkt aus auf der Tangentialebene des entgegengeſetzten Nabelpunkts 
als Kreiſe. 

74. Alle einem einmantligen Hyperboloid umſchriebenen Kegelflächen 
ſchneiden eine feſte Tangentialebene deſſelben in ſolchen Kegelſchnitten, welche 
die durch den Berührungspunkt gehenden Erzeugenden berühren. 

75. Alle einem Ellipſoid (zweimantligen Hyperboloid) umſchriebenen 
Kegelflächen werden von einer durch den Nabelpunkt gehenden Tangential— 
ebene in ſolchen Kegelſchnitten geſchnitten, von welchen dieſer Nabelpunkt ein 
Brennpunkt iſt. 


Sätze über Drehungsflächen zweiten Grades. 


76. Es iſt eine feſte Ebene und ein feſter Punkt gegeben. Der geo— 
metriſche Ort eines Punkts, deſſen Entfernungen von jenen in einem kon— 
ſtanten Verhältniß ſind, iſt eine Drehungsfläche, und zwar ein verlängertes 
Ellipſoid, oder ein zweimantliges Hyperboloid, oder ein Paraboloid. Dieſe 
Flächen nehmen an den zahlreichen Eigenſchaften der Kegelſchnitte hinſichtlich 
ihrer Brennpunkte Theil. 

77. Jeder ebene Schnitt auf einer der im vorigen Satz genannten 
Flächen erſcheint von einem Brennpunkt aus geſehen als Kreis. 

78. Das abgeplattete Ellipſoid, das einmantlige Drehungshyperboloid 
entſtehen durch Drehung eines Kegelſchnitts um diejenige Axe, welche die 
beiden Brennpunkte nicht enthält. In die gleiche Kategorie kann man den 
paraboliſchen Cylinder rechnen, welcher durch Drehung einer Parabel um ihre 
in der Unendlichkeit liegende Axe entſtanden angeſehen werden kann. Dieſe 
Flächen haben die Eigenſchaft, daß die Entfernungen irgend eines ihrer 
Punkte von dem Brennpunkt eines Meridians und der entſprechenden Direk— 
trice unter ſich in konſtantem Verhältniß ſind. 

79. Wenn man beim abgeplatteten Ellipſoid und einmantligen Drehungs— 
hyperboloid irgend einen Meridianſchnitt macht, ſo iſt der Kegel, deſſen Spitze 
ein Brennpunkt dieſes Meridians und deſſen Baſis irgend ein auf der Fläche 
hervorgebrachter Schnitt iſt, welcher mit der dieſem Brennpunkt entſprechenden 
Direktrice in gleicher Ebene liegt, ein Drehungskegel. 

80. Wenn beim paraboliſchen Cylinder eine Ebene ſenkrecht auf die 
geradlinigen Erzeugenden gelegt wird, und durch die Direktrice der Schnitt— 
kurve eine zweite Ebene, welche den paraboliſchen Cylinder auch in einem 
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Kegelſchnitt trifft, fo iſt der Kegel, deſſen Baſis dieſer Kegelſchnitt und deſſen 
Spitze der jener Direktrice entſprechende Brennpunkt iſt, ein Drehungskegel. 

81. Wenn ſich das Auge in irgend einem Punkt eines einmantligen 
gleichſeitigen Drehungshyperboloids befindet, fo ſieht es den Kehlkreis des⸗ 
ſelben auf einer zu ſeiner Ebene ſenkrechten Ebene wieder als Kreis. 

82. Wenn ein Drehungskegel eine beliebige Fläche ſchneidet, ſo iſt die 
Summe der reciproken Werthe der Entfernungen der Spitze des Kegels von 
den Schnittpunkten zweier mit der Axe in gleicher Ebene liegenden Erzeu— 
genden konſtant. 


Sätze über die centriſchen homofokalen Flächen. 


83. Die Tangenten der Krümmungslinien eines Ellipſoids (Hyperbo— 
loids) bilden in einem einſchließenden homofokalen Ellipſoid (Hyperboloid) 
Sehnen, welche den Quadraten der ihnen parallelen Durchmeſſer von letzterer 
Fläche proportional ſind. 

84. Es find zwei homofokale Flächen (e) und (4) gegeben. Auf () 
liegen zwei feſte Punkte A und B, und ein Faden iſt durch einen Griffel s, 
deſſen Spitze über () hingleitet, fo geſpannt, daß er von A ausgehend ſich 
über (a) in einer geodätiſchen Linie biegt, dann eine gemeinſchaftliche Tan⸗ 
gente beider Flächen, und hierauf auf (9) eine geodätifche Linie bildet bis s. 
Der zweite Theil des Fadens zwiſchen s und B beſteht ebenſo der Reihe nach 
aus einer geodätiſchen Linie von (2), einer gemeinſchaftlichen Tangente von 
(e) und (a) und einer geodätifchen Linie auf (a) bis B. Wenn ſich der 
Griffel s auf (o) bewegt, ſo daß der Faden immer geſpannt bleibt, ſo be— 
ſchreibt der Punkt s eine Krümmungslinie auf (e), welche von den beiden in 
s zuſammenlaufenden Fadenſtücken unter gleichen Winkeln geſchnitten wird. 
Spezielle Fälle ſind folgende: 

85. Das Hyperboloid (4) vermindert ſich mehr und mehr und wird 
endlich zur Fokalhyperbel: Die Krümmungslinien des Ellipſoids können be⸗ 
ſchrieben werden durch einen geſpannten Faden, deſſen Endpunkte ſich auf der 
Fokalhyperbel befinden. 

86. Die Nabelpunkte ſind auch Punkte der Fokalhyperbel, alſo iſt die 
Summe der geodätiſchen Entfernungen eines Punkts einer Krümmungslinie 
von den beiden Nabelpunkten konſtant. 


87. Wenn ſich zugleich das Ellipſoid in die Fokalellipſe vermindert, ſo 
erhält man den Satz: Eine Hyperbel und eine Ellipſe liegen in zwei zu ein⸗ 
ander ſenkrechten Ebenen, und die Scheitel der einen Kurve ſind die Brenn 
punkte der andern. Die Summe (Differenz) der Entfernungen zweier feften 
unten der Hyperbel (Ellipſe) von allen Punkten der Ellipſe (Hyperbel) iſt 
onſtant. 

88. Wenn man von einem Punkt der Fokalhyperbel eines Ellipſoids 
eine Tangente an dieſe Fläche zieht, und ſie durch eine geodätiſche Linie ver— 
längert, ſo wird letztere ſtets durch den nämlichen Nabelpunkt gehen. 

89. Da die Summe der im vorigen Satz genannten Tangente und 
geodätiſchen Linie, wie auch die Länge aller geodätiſchen Linien zwiſchen zwei 
Nabelpunkten bekannt iſt, ſo folgt weiter: Die Differenz der von einem Punkt 
des Ellipſoids bis an die Fokalhyperbel gezogenen Tangente und der nach einem 
Nabelpunkt gezogenen geodätiſchen Linie iſt konſtant. 
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Sätze über die Flächen zweiten Grades überhaupt. 


90. Wenn ein Kegel (eine Kugel) in einer ebenen Kurve in eine Fläche 
zweiten Grades eintritt, ſo iſt auch die Austrittskurve eben. 

91. Es ſei eine Chorde einer Fläche zweiten Grades eingeſchrieben, 
und O ein feſter Punkt auf dieſer Chorde, welcher ſie in zwei, additive oder 
fubtraftive, Segmente theilt, deren Produkt gleich m? ſei. Durch O lege man 
unendlich viele Gerade, für welche m eine konſtante Größe iſt. Das Syſtem 
dieſer Chorden bildet einen Kegel zweiten Grades, welcher die Oberfläche in 
einer ſphäriſchen Kurve trifft. Der Mittelpunkt der Kugel, auf welcher die 
Kurve liegt, und der Punkt 0 liegen auf einer Geraden, ſenkrecht zur Polar— 
ebene des Punkts O0. Wenn man durch einen beliebigen Punkt J der Fläche 
einen dem erſten parallelen Kegel legt, ſo trifft er die Fläche gleichfalls in 
einer ſphäriſchen Kurve, deren Kugelmittelpunkt auf der Normale von J liegt. 
Wir verlegen den Punkt 0 auf die Axe eines ſolchen Schnitts der Fläche, 
deſſen Ebene parallel der Tangentialebene von J ift, und nehmen m? gleich 
dem Rechteck der Segmente dieſer Axe. Alsdann berührt der entſprechende 
Kegel die Ebene dieſes Schnitts, und der durch J gelegte parallele Kegel hat 
mit der Fläche die Tangentialebene gemein, welche er in einer ſphäriſchen 
Kurve ſchneidet, deren Kugelmittelpunkt der Krümmungsmittelpunkt der Fläche 
für den Punkt J ift. Da der Kegelſchnitt, wovon die Rede war, zwei Haupt— 
axen hat, fo erhält man auch zwei Krümmungsmittelpunkte für J. Die pa— 
rallelen Linien, welche man durch J mit jenen Axen ziehen kann, geben die 
Tangenten der Krümmungslinien. 

92. Ein Kegel, welcher, wie ſoeben angegeben, konſtruirt iſt und eine 

Fläche zweiten Grades in einer ſphäriſchen Kurve ſchneidet, heißt cone con- 
joint; feine Hauptaxen find parallel den Hauptaxen der Fläche; feine Kreis— 
ſchnitte parallel den Kreisſchnitten der Fläche. Eine Reihe von cönes con- 
joints mit gemeinſchaftlicher Spitze haben dieſelben Eigenſchaften, wie die 
cyeliſchen Ebenen hinſichtlich der Kegel zweiten Grades. Die Summe der 
Winkel iſt konſtant, welche eine Berührungsebene an einen cone conjoint mit 
den Kreisſchnitten der Fläche macht. 
93. Jede dieſer Berührungsebenen ſchneidet die Fläche in einem Kegel: 
ſchnitt, wovon eine der Hauptaxen parallel der Erzeugenden iſt, in welcher 
die Ebene den Kegel berührt. Alſo ſtehen die zwei Erzeugenden, in welchen 
zwei cönes conjoints mit gemeinſchaftlicher Spitze von einer Ebene berührt 
werden, ſenkrecht auf einander. 

94. Irgend zwei cones conjoints ſchneiden ſich in einer ſphäriſchen Kurve; 
die Kugel, auf welcher ſie liegt, geht durch den Kreis, in welchem ſich die 
beiden Kugeln ſchneiden, auf welcher die ſphäriſchen Kurven liegen, welche 
die Fläche mit den cönes conjoints gemein hat. 

95. Die durch den feſten Punkt parallel mit den Axen der Fläche ge— 
zogenen Geraden, die Verbindungslinie mit dem Mittelpunkt, die Hauptaxen 
des umſchriebenen Kegels, der ſeine Spitze in dem feſten Punkt hat, ſind— 
ſieben andere Erzeugende deſſelben Kegels vom zweiten Grade. 

96. Dieſer Kegel geht durch die Spitzen der cönes conjoints hinſichtlich 
der Fläche und einer beliebigen Kugel, deren Mittelpunkt der feſte Punkt iſt. 

97. Wenn man durch den Mittelpunkt eines ebenen Schnitts auf einer, 
Fläche zweiten Grades eine beliebige Gerade zieht, ſo iſt die Summe der 
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reciproken Werthe der Entfernungen dieſer Ebene von den beiden Durch: 
ſchnittspunkten konſtant. 

98. Wenn man in einem Punkt einer Fläche zweiten Grades die Nor— 
male und die Tangentialebene zieht, welche eine Hauptebene in einem Punkt 
und in einer Geraden treffen, ſo iſt der Punkt der Pol der Geraden hin— 
ſichtlich der Fokale dieſer Hauptebene. 

99. Die Normalen in denjenigen Punkten einer Fläche zweiten Grades, 
welche einem ebenen Schnitt angehören, treffen eine Hauptebene in einem 
Kegelſchnitt. Der Kegel, welcher die Fläche in der Schnittkurve berührt, 
trifft die Hauptebene in einem andern Kegelſchnitt. Der erſte Kegelſchnitt 
iſt in Beziehung auf die Fokale dieſer Hauptebene die Polare des zweiten 
Kegelſchnitts. 

100. Wenn man an eine Fläche zweiten Grades die Normalen zieht, 
welche dieſelbe in einer Kurve treffen, deren Ebene ſenkrecht auf einer Haupt— 
ebene iſt, ſo ſchneiden ſie letztere in einer Geraden, welche in Beziehung auf 
die Fokale die Polare von der Spitze des Kegels iſt, der die Fläche in dem 
ebenen Schnitt berührt. 


Die vorſtehenden hundert Sätze ſind von folgenden Autoren: 


1.— 13. Chasles (Académie de Bruxelles 1830). 
14.— 15. Chasles (Liouville ), Steiner (Crelle ID. 
16.— 28. Chasles (Ac. de Bruxelles 1830, Liouville I). 
29.—31. Vom Verfaſſer. 

32.— 35. Chasles (Liouville II). 

36.— 38. Quetelet (Se. de Bruxelles 1822). 

39.— 41. Chasles (ibid. 1830). 

42. Brasseur (ibid. 1855). 

43. Chasles (Liouville ). 

44.— 48. Chasles (ibid. IV). 

49.— 50. Plücker (Crelle 34). 

51. Unferdinger (Grunerts Archiv 1856). 

52. Dandelin (Ac. de Bruxelles 1826). 

53.—55. Livet (Journal de l’&cole polyt. an XII). 
56.—59. Vom Verfaſſer (Schlömilch's Zeitſchrift III). 
60.—64. Chasles (Liouville II) 

65.—68. Brassine (Liouville 1859). 

69.— 71. Plücker (Crelle 24). Monge (ec. polyt.). 
72.—75. Plücker (ibid. 34). 

76.—80. Chasles (Liouville I). 

81. Vom Verfaſſer (Schlömilch III und nouv. Annales 17). 
82. Quetelet (Ac. de Bruxelles). 

83. Chasles (Institut 1846). 

84.—89. Chasles (Liouville 1846). 

90. Brianchon (éc. polyt. an XI)). 

91. Terquem (Liouville). 

92.—96. Chasles (Liouville II). 

97. Quetelet (Ac. de Bruxelles 1855). 

98.—100. Chasles (ibid. VIII) — 


Druckfehler. 


Seite 4 Zeile 19 von oben lies LM’ — LM“ ftatt LM” — LAM. 
„ 4 „ 28 von „ „ MN — MN ſtatt MN? — MN. 
„ 11 „ s von unten „ (1 ＋ de) s- pqtz ſtatt fa ＋ des - paths. 
„ 32 „ 2 von oben „ enthalten ſtatt erhalten. 
„AB „ 16 bon „ „ 34 ſtatt 31. 
„ 48 „ 9 von unten „ 35 ftatt 34. 
„ oon „ X“: Sa ſtatt X ＋ :! b. 
72 22 


N eg 
„ 96 „ 2 von oben „ r 5 
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